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 Definition  -( ذؼاسٝف :1- 1) 

اُ اعرخذاً ذؽيٞو اىَرعٖاخ فٜ ٍ٘ض٘ع اىنٖشتائٞح ٗاىَغْاطٞغٞح ٝ٘ضػ الافناس اىفٞضٝائٞح اىرٜ ذرضَْٖا اىَؼادلاخ 

 اىٞنٌ تؼض اىرؼاسٝف . ،اىشٝاضٞح ٗىيرؼشف ػيٚ ػذد ٍِ اىَفإٌٞ الاعاعٞح 

  -ذقغٌ اىنَٞاخ اىفٞضٝائٞح اىٚ ّ٘ػِٞ :

ػيٚ اّٖا ذيل اىنَٞح اىرٜ ذَٞض ميٞا تَقذاسٕا ٗاذعإٖا ٍصو ذؼشف اىنَٞح الاذعإٞح  -:vectorsمَٞاخ ٍرعٖح  -1

 ٗاىَعاه اىنٖشتائٜ. اىق٘جٗ ،اىرؼعٞوٗ ،اىغشػح

اىنصافح ،ٗاىرٜ ذَٞض ميٞا تَقذاسٕا فقظ ٍصو دسظح اىؽشاسجٕٜٗ ذيل اىنَٞح  -:scalarsمَٞاخ لاٍرعٖح )ػذدٝح (  -2

 اىط٘ه ٗاىؽعٌ.ٗ ،

 unit vectorsٍرعٖاخ اى٘ؼذج اىَرؼاٍذج : 

 ( ػيٚ اىرشذٞة . x,y,z( ٕٜٗ تاذعآ اىَؽاٗس اىذٝناسذٞح اٗ اىناسذٞضٝح )  ⃗⃗⃗   ⃗   ⃗ ٍٗقذاسٕا ٗؼذج ٗاؼذج ٗذنرة ) 

 

 ٗؼذج اىَرعٔ             vectorالاذعآ                 scalarاىَقذاس 

 

       | ⃗|                           ⃗                       ̂ 

      | ⃗|                             ⃗                       ̂ 

  | ⃗⃗⃗|                                ⃗⃗⃗                     ̂         

                         

 

 ̂  ⌈     ⌉ 

   ̂  ⌈     ⌉ 

            ̂  ⌈     ⌉                                                                                                                x 

 

 

 

                                                                                                             ⃗           

 

                                                                                         ⃗ 

    y 

                                                                                                                                ⃗⃗⃗ 

 

z 
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 ٍشمثاخ اىَرعٔ :

ى٘ فشضْا أّ ىذْٝا  ، ( x , y , zؼغة ّظاً الاؼذاشٞاخ اىذٝناسذٞح ٝؽذد اىَرعٔ تصلاز ٍشمثاخ تاذعآ الاؼذاشٞاخ ) 

 -فٞنُ٘ ىٔ شلاز ٍشمثاخ ٕٜ : ⃗⃗⃗ اىَرعٔ 

        ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  

        ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗   

        ⃗⃗⃗   ⃗| ⃗⃗⃗ |   ⃗| ⃗⃗⃗ |   ⃗⃗⃗| ⃗⃗⃗ | 

                                                                                                  -ؼٞس :

   | ⃗⃗⃗ |    | ⃗⃗⃗ |  ,     | ⃗⃗⃗ | 

| ⃗⃗⃗|     
    

    
  

 
  

  -ٍِٗ اىشنو اىراىٜ:

 

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗             ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗                        ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 

 Vector algebra  -( ظثش اىَرعٖاخ : 1-2)

 ظَغ ٗطشغ اىَعٖاخ : -1

 اىزٛ ذنُ٘ ٍشمثاذٔ ٍغاٗٝح ىَعَ٘ع اىَشمثاخ اىَْاظشج ىيَرعِٖٞ الاصيِٞٞ .ٝؼشف ؼاصو ظَغ ٍرعِٖٞ تأّٔ اىَرعٔ 

 فاُ : ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ٍغاٗٝا ىَعَ٘ع اىَرعِٖٞ  ⃗⃗⃗ ارا ماُ اىَرعٔ  -ٍصاه :

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗             ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  
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 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗                                               

                                                                             ⃗⃗⃗  

 

                                                                                    ⃗⃗⃗   

 ٗٝؼشف طشغ اىَرعٖاخ تذلاىح اىقَٞح اىغاىثح ىيَرعٔ .

ٕ٘ اىَرعٔ اىزٛ ذنُ٘ ٍشمثاذٔ ٍغاٗٝح ىيَشمثاخ اىَْاظشج ىيَرعٔ الاصيٜ ٗىنِ تاشاسج عاىثح اٛ  -اىَرعٔ اىغاىة :

 ( .      اس ٗٝؼامغٔ تالاذعآ ٗاىضاٗٝح تَْٖٞا ) ٝغاٗٝٔ تاىَقذ

                                                                           ⃗⃗⃗                                                                            ⃗⃗⃗ 

                                                                                                                            

 ٗػيٞٔ ذؼشف ػَيٞح طشغ اىَرعٖاخ ػيٚ اّٖا ظَغ اىَرعٔ اىغاىة اٛ اُ :  

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗         

                                                                                                         

 ظَغ ⃗⃗⃗                      ⃗⃗⃗                                                                                         

                                                                                                          ⃗⃗⃗           

 طشغ ⃗⃗⃗                                                                                                                

                                                                                             ⃗⃗⃗ 

فاُ ػَيٞاخ اىعَغ ٗاىطشغ ىيَرعٖاخ ذَريل ( associativeذَريل خاصٞح اىرشافق ) ٗتَا اُ ظَٞغ الاػذاد اىؽقٞقٞح 

  -لاؼاظح ىلاق٘اط ػْذ ظَغ ٗطشغ اىَرعٖاخ اٛ اُ :خاصٞح اىرشافق اٝضا ٗتْاء ػيٞٔ 

 ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)  ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 ارا ماُ ىذْٝا ٍرعِٖٞ ٝيرقٜ ساعَٖٞا تْقطح ٗاؼذج فؼْذ ظَغ اٗ طشغ اىَرعِٖٞ ّلاؼع اىضاٗٝح تَْٖٞا :

 ارا ماّد اىضاٗٝح تَْٖٞا ؼادج ّغرخذً قاُّ٘ اىعٞة ذَاً لاٝعاد اىَؽصيح تَْٖٞا  - أ

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗          

 ٗارا ماّد اىضاٗٝح ٍْفشظح تصثػ قاُّ٘ ظٞة اىرَاً مالاذٜ : - ب

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗          

 ّغرخذً قاُّ٘ فٞصاغ٘سط      ٗارا ماّد  -ض      

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗                                        
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 Vector Product  -ضشب اىَرعٖاخ : -2

, ذَراص مو ٍشمثح ٍِ ٍشمثاذٔ تاّٖا ذغاٗٛ ٗٝنُ٘ ّاذط ٕزٓ اىؼَيٞح ٍرعٖا  -ضشب اىَرعٔ تَقذاس ػذدٛ : - أ

 -ؼاصو ضشب اىنَٞح اىؼذدٝح تاىَشمثح اىَْاظشج ىيَرعٔ الاصيٜ اٛ اُ :

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗              ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗  

 ٗٝنُ٘ ػيٚ ّ٘ػِٞ -ضشب ٍرعِٖٞ : - ب

 اٗ   scalar product: ٗىٔ ذغَٞاخ اخشٙ ٍصو اىضشب اىؼذدٛ  dot productاٗلا : اىضشب اىؼذدٛ 

 غٞش ٍرعٔ . ٝحػذدمَٞح ٗٝنُ٘ اىْاذط اىْٖائٜ ىٖزٓ اىؼَيٞح ٕ٘  inner productاىضشب اىذاخيٜ 

                                 ⃗⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|                                                                                  

     
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗ 

| ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|
                                                                                      ⃗⃗⃗  

 ٗٝنُ٘ اىْاذط مَٞح غٞش ٍرعٖح ؼٞس :

 ⃗⃗⃗   ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗                    ⃗⃗⃗   ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗   

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗                              ⃗  ⃗   ⃗  ⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗     ⃗  ⃗   ⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗    

             اٛ ٗػْذٍا ذنُ٘ ٍرؼاٍذذاُ              .  اٛ ٍر٘اصٝاُ              لأّ ػْذٍا 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗                 ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|
 
   

    
    

  

 outerاٗ اىرراتغ اىخاسظٜ   cross product, اٗ اىرراتغ اىرقاطؼٜ  vector productاىضشب الاذعإٜ  -شاّٞا :

product :-  

⃗⃗⃗      ٗٝنرة تاىشنو :ٗٝنُ٘ اىْاذط مَٞح ٍرعٖح    ⃗⃗⃗         ⃗⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|      ⃗⃗⃗                      ⃗⃗⃗  
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗

      
 

ػيَا  ،اٛ اُ اىْاذط ٕ٘ ؼاصو ضشب ٍقذاس مو ٍِ اىَرعِٖٞ تالاخش تعٞة اىضاٗٝح اىَؽص٘سج تِٞ اىَرعِٖٞ الاصيِٞٞ 

 اُ الاذعآ ٝؤخز ؼغة قاػذج اىٞذ اىَْٞٚ .

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|      ⃗⃗⃗ 

 فٜ ٕزٓ اىؽاىح تاذعآ الاعفو ؼغة قاػذج اىٞذ اىَْٞٚ. ⃗⃗⃗ ؼٞس اُ اذعآ 
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 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗⃗
      

      

|   ⃗(         )   ⃗             ⃗⃗⃗            

           ⃗   ⃗   ⃗⃗⃗                    ⃗   ⃗⃗⃗   ⃗           ⃗⃗⃗   ⃗    ⃗           ⃗⃗⃗   ⃗    ⃗ 

                         ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    

     ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗                                         ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗        ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 ْٕٗاك ؼاىراُ ٍشذثطراُ تاىضشب اىؼذدٛ ٗالاذعإٜ َٕٗا :

 Triple scalar productاىضشب اىصلاشٜ اىؼذدٛ   -1

 ػَيٞح اىضشب تاىصٞغح اىراىٞح :ٕٗ٘ مَٞح ػذدٝح ٗذؽصو 

( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)   ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗ 

 

 ٍِٗ اىغٖو اىرؼثٞش ػِ ؼاصو اىضشب اىصلاشٜ ىيَرعٖاخ تذلاىح ٍشمثاذٖا اىَرؼاٍذج تاىشنو اىراىٜ:

 ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  |

      

      

      

|

   (         )                              

 ٗذثؼا ىيَؽذد )اىَصف٘فح ( اىراىٜ:

 ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)  |

      

      

      

|    ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)                                                                                        

ٗلاترثذٝو ٍ٘ضغ اىْقطح ٗلاضشٗسج ى٘ضغ الاق٘اط ْٕا ؼٞس اُ ّاذط اىضشب لاٝرغٞش تاىرثذٝو اىذٗسٛ ىيَرعٖاخ اىصلاشح 

 (×).( اٗ )

 Triple vector productاىضشب الاذعإٜ اىصلاشٜ :  -2

 ٕٜٗ مَٞح ٍرعٖح ٗذأخز اىصٞغح:

 ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗⃗( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)   ⃗⃗⃗( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)  ( ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗  )(              ) 

 

   ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗                    

 

ٗٗضغ الاق٘اط ْٕا ضشٗسٛ ؼٞس تذّٗٔ ذنُ٘ ػَيٞح "  back cab ruleاعٌ " ٗٝطيق ػيٚ ٕزٓ اىقاػذج 

 اىضشب غٞش ٍؼشفح
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  -( ذفاضو اىَرعٖاخ :3 -1) 

 Gradientالاّؽذاس ) اىَٞو ( :  -1

 ⃗⃗⃗   ⃗
 

  
  ⃗

 

  
  ⃗⃗⃗

 

  
 

 

  
  ٕٜ ٍشرقح اذعإٞح ٝقصذ تٖا ذغٞش اىذاىح تاذعآ ٍؼِٞ .:   

 : اصثػ اىْاذط مَٞح ٍرعٖح     ارا دخو ٍرعٔ الاّؽذاس ػيٚ مَٞح ػذدٝح ٍصو اىعٖذ 

 ⃗⃗⃗   ⃗
  

  
  ⃗

  

  
  ⃗⃗⃗

  

  
        

ٍقذاسٓ ٝغاٗٛ رسٗج اىَشرقح الاذعإٞح ( ٍصو اىعٖذ ذصثػ مَٞح ٍرعٖح  scalarاٛ اُ اّؽذاس داىح غٞش ٍرعٖح ) 

 ػْذ ّقطح ٍؼْٞح ٗاذعإٔ ٝنُ٘ تْفظ اذعآ رسٗج اىَشرقح الاذعإٞح ػْذ ذيل اىْقطح .

  Divergenceاىرثاػذ :  -2

 ٗٝذخو ػيٚ اىنَٞح اىَرعٖح فٞصثػ اىْاذط ػذدٝا ٍصو 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗  (  ⃗
 

  
  ⃗

 

  
  ⃗⃗⃗

 

  
)  ( ⃗    ⃗    ⃗⃗⃗  )  

   

  
 

   

  
 

   

  
 

 َٗٝصو اىرثاػذغاٝح اىرناٍو اىغطؽٜ ى٘ؼذج اىؽعٌ ػْذٍا ٝقرشب اىؽعٌ ٍِ اىصفش اٛ اُ:

    ⃗⃗⃗     
   

 

 
∮  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  

 

 

 Curlالاىرفاف اٗ اىذٗساُ :  -3

 ٗٝذخو ػيٚ اىنَٞح اىَرعٖح فٞصثػ اىْاذط ٍرعٖا ٍصو 

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗        ⃗⃗⃗  |
|

 ⃗  ⃗  ⃗⃗⃗
 

  

 

  

 

  
      

|
| 

 

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗ (
   

  
 

   

  
)   ⃗ (

   

  
 

   

  
)   ⃗⃗⃗ 

   

  
 

   

  
  

     ⃗⃗⃗     
   

 

 
∮  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  

 

 

 The Laplacian operatorٍؤشش لاتلاط :  -4

 ٗذَصو ػَيٞح ٍضدٗظح ٍِ ذثاػذ ٗاّؽذاس ٍصو:

    ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗           
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 Vectors integration( ذناٍو اىَرعٖاخ :  1-4)

 line integrationاىرناٍو اىخطٜ :   -1

 .Cتذاٝح ّٖٗاٝح اىَْؽْٜ ٗمزىل ػيٚ اىَْؽْٜ . ٗاىرناٍو ْٕا ٝؼرَذ ػيٚ ّٗاذط اىرناٍو مَٞح ػذدٝح 

 فارا ماُ اىَغاس ٍفر٘غ اٛ اىَْؽْٜ ٍفر٘غ فٞؼثش ػْٔ تاىؼلاقح:

∫  ⃗⃗⃗   ⃗⃗

 

 

    
   

∑    

 

   

                                                                                                                  

           

اىَْؽْٜ اىزٛ ْٝعض ػيٞٔ اىرناٍو اىخطٜ . اٍا ارا ماُ  cذَصو تذاٝح ّٖٗاٝح اىَْؽْٜ ػيٚ اىر٘اىٜ ٗٝشٞش  a, bؼٞس 

∮اىَغاس ٍغيق ) ٍْؽْٜ ٍغيق( فٞؼثش ػْٔ تاىشنو الاذٜ :       ⃗⃗⃗   ⃗⃗
 

 

 Surface integrationاىرناٍو اىغطؽٜ :  -2

∫  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  

 

 ∫  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗

 

 

        ⃗⃗⃗ 

 

 

 

 

 (Sسطح ) 

 daٗؼذج ٍرعٔ ػَ٘دٝح ػيٚ  𝒏⃗⃗⃗اىزٛ ذْعض ػيٞٔ ػَيٞح اىرناٍو ٗ (  S( ٍغاؼح صغٞشج ظذاػيٚ اىغطػ )daذَصو ) 

∮        اٍا ارا اىغطػ ٍغيق فٞنرة تاىشنو :right hand ruleٗاذعإٖا ٝؽذد تقاػذج اىٞذ اىَْٞٚ   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  
 

   .

 

 Volume integralالتكامل الحجمي :  -3

 اىراىٜ:ٗٝؼثش ػْٔ تاىشنو 

∫  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗

 

 ∫  ⃗⃗⃗        ⃗⃗⃗∫       

 

 

da 
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 ( اىْظشٝاخ اىخاصح تاىَرعٖاخ  5 -1) 

 Divergence theoremّظشٝح اىرثاػذ :  -1

( ٝغاٗٛ اىرناٍو اىغطؽٜ ىيَشمثح اىؼَ٘دٝح ىيَرعٔ ػيٚ اىغطػ اىزٛ  Vاُ ذناٍو ذثاػذ ٍرعٔ خلاه ؼعٌ )

 ( اٛ اُ:Vٝضٌ اىؽعٌ )

∫     ⃗⃗⃗  

 

 ∫  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  

 

 ∮  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  
 

 ∮  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗

 

 

 ٕٜٗ ػلاقح تِٞ اىرناٍو اىغطؽٜ ٗاىؽعَٜ 

 Stock's theoremّظشٝح عر٘ك :  -2

ه ٍغاس ٍغيق ٝغاٗٛ ٘اىرناٍو اىخطٜ ىَرعٔ ؼ -ٗذْص ػيٚ اُ : ٕٜٗ ػلاقح تِٞ اىرناٍو اىغطؽٜ ٗاىخطٜ

ذناٍو اىَشمثح اىؼَ٘دٝح لاىرفاف اىَرعٔ ػيٚ اٛ عطػ ٍؽاط تاىَغاس اٛ اُ: ،

∮   ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗

 

 ∫       ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 

 ∫  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  

 

 

 Sَٝصو اىَْؽْٜ اىَغيق اىَؽٞظ تاىغطػ  Cؼٞس 

 Coordinates -( الاؼذاشٞاخ :1-6)

 ْٕاك شلاشح اؼذاشٞاخ ٍغرخذٍح ٕٜ :

 Cartesian Coordinatesالاؼذاشٞاخ اىذٝناسذٞح ) اىناسذٞضٝح (  -1

 ٗذَصو الاؼذاشٞاخ اىرٜ اٗظذٕا اىؼاىٌ اىفشّغٜ دٝناسخ 

dV=dxdydz اىؽعٌ =  ،       da=dxdy اىَغاؼح = ،         x,y,zالاؼذاشٞاخ = 

      ⃗⃗⃗   ⃗
 

  
  ⃗

 

  
  ⃗⃗⃗

 

  
 

𝛁𝟐𝐮ٍؤشش لاتلاط ٕ٘:                                             
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
 

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
 

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒛𝟐
 

 

 

 

 



 Vector Analysisاىفصو الاٗه                                                             ذؽيٞو اىَرعٖاخ 
 

9 
 

 Spherical coordinatesالاؼذاشٞاخ اىنشٗٝح :  -2

dV  =𝒓𝟐اىؽعٌ =     ،           =  daاىَغاؼح =    ،        = الاؼذاشٞاخ  𝐬𝐢𝐧𝜽𝒅𝒓𝒅𝜽𝒅  

                                           

 

 َٝصو ٍقذاس ٍرعٔ ّصف اىقطش ٍِ ّقطح الاصو . r  ،ذَصو اىضاٗٝح اىقطثٞح  𝛉ؼٞس 

      ⃗⃗⃗   ̂
 

  
  ̂

 

 

 

  
  ̂

 

     

 

  
 

 ٍٗؤشش لاتلاط ٕ٘:

    
 

  

 

  
(  

  

  
)  

 

      

 

  
(    

  

  
)  

 

       

   

   
 

 

 

 Cylindrical coordinates  -الاؼذاشٞاخ الاعط٘اّٞح : -3

dV  =𝒓𝒅𝒓𝒅   𝒅𝒛اىؽعٌ =         ،         اىَغاؼح =          ،       الاؼذاشٞاخ = 

      ⃗⃗⃗    ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
 

     
 

 

 

  
( 

  

  
)  

 

  

   

   
 

   

   
 

𝒙  𝒓𝒄𝒐𝒔       𝒚  𝒓𝒔𝒊𝒏         𝒓   𝒙𝟐  𝒚𝟐
𝟐
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 -( صٞغ )ٍرطاتقاخ( ٍَٖح ٍِ ذؽيٞو اىَرعٖاخ :7 -1) 

  -دٗاه ػذدٝح فاُ :   𝝓دٗاه ٍرعٖح ٗىذْٝا          ى٘ ماُ ىذْٝا 

                  

                  

                    

                    

                                                                                                               

         (  
 

  
   

 

  
   

 

  
)    

                                                                                                                                                   

                              

                                        

 

 Problems       ٍغائو

⃗⃗⃗ ارا ػيَد اُ اىَرعٖاخ / 1ط   ̂   ̂   ̂       ⃗⃗⃗    ̂    ̂     ⃗⃗⃗    ̂    ̂    ̂       ⃗⃗⃗   ̂ ذشٞش      ̂  

ٍر٘اصٝاُ شٌ ظذ اىْغثح تِٞ  AB  ٗCDاشثد اُ اىخطِٞ  ،اترذاءا ٍِ ّقطح الاصو A, B, C, Dاىٚ اىْقاط 

 ط٘ىَٖٞا .

                                                     ٍِ اىشعٌ ادّآ اىع٘اب/ 

                               

 

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗⃗   

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ( ̂   ̂   ̂)     ̂    ̂    ̂    ̂   ̂ 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  (  ̂    ̂    ̂)  ( ̂   ̂)    ̂    ̂    ̂ 

     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗                            ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

     
    

|   ̂       ̂       ̂         

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗||  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|                    
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

|  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗||  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|
                ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|

|  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|
 

√     
 

√      
  

√ 

√  
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⃗⃗⃗ اشثد اُ اىَرعِٖٞ / 2ط   ̂    ̂    ̂       ⃗⃗⃗    ̂    ̂  ٍرؼاٍذاُ. ̂   

 اىع٘اب/  

                                                                                       ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  ( ̂    ̂    ̂) (  ̂    ̂    ̂)           

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗              
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗

  
 

    

  
             ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 

|⃗⃗ |⃗⃗⃗    Prove اشثد اُ:                                                   /3ط  
 ⃗⃗

| ⃗⃗|
  ̂  

 اىع٘اب/ 

 ⃗⃗   ̂   ̂   ̂            | ⃗⃗|            
 
  

 ⃗⃗⃗   ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
 

 ⃗⃗⃗| ⃗⃗|    ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
           

 
  

 ⃗⃗⃗| ⃗⃗|   ̂
 

  
          

 
   ̂

 

  
          

 
   ̂

 

  
          

 
  

 

  ̂ [
 

 
           

 
    ]   ̂ [

 

 
           

 
    ]   ̂ [

 

 
           

 
    ] 

 
 ̂ 

          
 

 ⁄
 

 ̂ 

          
 

 ⁄
 

 ̂ 

          
 

 ⁄
 

  ̂   ̂   ̂  

          
 
 

 
 ⃗⃗

| ⃗⃗|
  ̂ 

 

⃗⃗⃗                                                                      اشثد اُ :/ 4ط
 

| ⃗⃗|
  

 ̂

| ⃗⃗| 
 

                                                                          اىع٘اب/
 

| ⃗⃗|
   ̂

 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
           

  

  

  ̂
 

  
          

  
   ̂

 

  
          

  
   ̂

 

  
          

  
  

  ̂ ⌈ 
 

 
          

  
    ⌉   ̂ ⌈ 

 

 
          

  
    ⌉

  ̂ ⌈ 
 

 
          

  
    ⌉ 
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  ̂ 

          
 
 

 
 ̂ 

          
 
 

 
 ̂ 

          
 
 

 
 ( ̂   ̂   ̂ )

⌈          
 
 ⌉

 
  

 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 

  
 ⃗⃗

| ⃗⃗|  | ⃗⃗|
                                ̂  

 ⃗⃗

| ⃗⃗|
                 ⃗⃗⃗

 

| ⃗⃗|
  

 ̂

| ⃗⃗| 
                               

 ٗتْفظ اىطشٝقح ّغرطٞغ اُ ّصثد اىَغائو اىراىٞح 

    
 

| ⃗⃗| 
 

  

| ⃗⃗| 
 ̂   

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
   

     
 

| ⃗⃗| 
 

  

| ⃗⃗| 
 ̂   

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

H.W:- 

  -ٍرعٔ اشثد اُ : ⃗⃗⃗ ٗاُ  scalarداىح ٍعاه غٞش ٍرعٖح اٛ داىح ػذدٝح   ارا ماّد  

اىرفاف اّؽذاس اٛ ٍعاه لاٍرعٔ =صفش                                                                                         

                                                                                                    ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗ ذثاػذ اٛ اىرفاف =صفش   

⃗⃗⃗                                           اخز الاىرفاف لاىرفاف ٍعاه ٍرعٔ               ⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗   (   ⃗⃗⃗)     ⃗⃗⃗ 

 

             /                                                         5ط
 

| ⃗⃗| 
 

  

| ⃗⃗| 
 ̂   

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 اىع٘اب/ 

                                                                          
 

| ⃗⃗| 
   ̂

 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
              

  ̂
 

  
              ̂

 

  
              ̂

 

  
             

  ̂⌈                 ⌉   ̂⌈                 ⌉

  ̂⌈                 ⌉ 

 
   ̂ 

           
 

  ̂ 

           
 

  ̂ 

           
 

  ( ̂   ̂   ̂ )

⌈          
 
 ⌉

   
  ⃗⃗

| ⃗⃗| 

  
 

| ⃗⃗| 
 ̂ 
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            /                                      6ط
 

| ⃗⃗| 
 

  

| ⃗⃗| 
 ̂   

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 اىع٘اب/ 

                                                                          
 

| ⃗⃗| 
   ̂

 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
           

  

  

  ̂
 

  
           

 
   ̂

 

  
           

 
   ̂

 

  
           

 
  

  ̂ ⌈ 
 

 
           

 
    ⌉   ̂ ⌈ 

 

 
           

 
    ⌉

  ̂ ⌈ 
 

 
           

 
    ⌉ 

 
   ̂ 

          
 
 

 
  ̂ 

          
 
 

 
  ̂ 

          
 
 

 
  ( ̂   ̂   ̂ )

⌈          
 
 ⌉

 
  

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 

  
 

| ⃗⃗| 
 ̂ 

 

 ( , تشِٕ صؽح اىصٞغ الاذٞح:x,y,z)َٝصو ٍرعٔ ٍشعً٘ ٍِ ّقطح الاصو اىٚ اىْقطح  ⃗⃗ / ارا ػيَد اُ 7ط

1-div r=3          2- curl r=0           3- (u.grad)r=u , u is any vector  

 َٝصو اٛ ٍرعٔ . uؼٞس 

 اىع٘اب/ 

    ⃗⃗⃗  ⃗⃗  ( ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
)  ( ̂   ̂   ̂ )  

  

  
 

  

  
 

  

  
         

    ⃗⃗⃗   ⃗⃗  ||

 ̂  ̂  ̂
 

  

 

  

 

  
   

||   ̂ (
  

  
 

  

  
)   ̂ (

  

  
 

  

  
)   ̂ (

  

  
 

  

  
)    

      ⃗⃗⃗       ⃗⃗   ⃗⃗⃗                ⃗⃗⃗   ̂    ̂    ̂                                                         

 ⌈( ̂    ̂    ̂  )   ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
 ⌉ ( ̂   ̂   ̂ ) 
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  ⌈  

 

  
   

 

  
   

 

  
⌉ ( ̂   ̂   ̂ )

   

 

  
( ̂   ̂   ̂ )    

 

  
( ̂   ̂   ̂ )    

 

  
( ̂   ̂   ̂ )

  ̂    ̂    ̂    ⃗⃗⃗       ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗) ⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 -اٛ ٍرعٔ شاتد تِٞ اُ :  A/ ارا ماُ 8ط

    ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗)   ⃗⃗⃗( ⃗⃗⃗  ⃗⃗)   ⃗⃗⃗ 

  اىع٘اب/

                                                                    ⃗⃗⃗   ̂    ̂    ̂                 ⃗⃗   ̂   ̂   ̂   

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗  ( ̂    ̂    ̂  ) ( ̂   ̂   ̂ )                                                                         

 ⃗⃗⃗( ⃗⃗⃗  ⃗⃗)   ̂
  

  
    ̂

  

  
    ̂

  

  
    ̂    ̂    ̂    ⃗⃗⃗ 

 

 ⃗⃗⃗               / اشثد اُ:                                                                          9ط
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
   

 اىع٘اب / 

                                                                       ⃗⃗⃗   ⃗⃗                 
 

| ⃗⃗| 
        

   -ارُ ؼغة اىفشضٞح :

                                                   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

| ⃗⃗| 
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗   ⃗⃗  

 

| ⃗⃗| 
        

 ٍِٗ الاٍصيح اىغاتقح ذٌ اشثاخ ٍاٝيٜ: 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗          
 

| ⃗⃗|
  

 ̂

| ⃗⃗| 
  

 

| ⃗⃗| 
   

 ̂

| ⃗⃗| 
 

  -ارُ : 

 ⃗⃗⃗ 
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
  ⃗⃗ (

  

| ⃗⃗| 
 ⃗⃗

| ⃗⃗|
)  

 

| ⃗⃗| 
 

  ⃗⃗  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 | ⃗⃗| 

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 

                   ⃗⃗  ⃗⃗     

 

 

 



 Vector Analysisاىفصو الاٗه                                                             ذؽيٞو اىَرعٖاخ 
 

15 
 

⃗⃗⃗                                                                    / 10ط  
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
   

 اىع٘اب /  

                                                                                                       ⃗⃗⃗   ⃗⃗             
 

| ⃗⃗| 
 

𝜵ٗؼغة اىفشضٞح :                                                                                     

    ⃗⃗⃗  
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗

 

| ⃗⃗| 
  ⃗⃗            ⃗⃗⃗   ⃗⃗         ⃗⃗⃗

 

| ⃗⃗| 
  

  ̂

| ⃗⃗| 
     ̂  

 ⃗⃗

| ⃗⃗|
 

 ⃗⃗⃗  
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
  

  ̂

| ⃗⃗| 
  ⃗⃗   

  ⃗⃗   ⃗⃗

| ⃗⃗| 
               ⃗⃗   ⃗⃗    

 

) ⃗⃗⃗             /                                                                  11ط
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
)  

 

| ⃗⃗| 
   

    اىع٘اب /

                ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗       
 

| ⃗⃗| 
                          ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗        

   ⃗⃗⃗ (
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
)  

 

| ⃗⃗| 
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗   ⃗⃗  ⃗⃗⃗

 

| ⃗⃗| 
          ⃗⃗⃗  ⃗⃗         

 

| ⃗⃗| 
  

  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
    

   ⃗⃗⃗ (
 ⃗⃗

| ⃗⃗| 
)  

 

| ⃗⃗| 
 

  ⃗⃗  ⃗⃗

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 | ⃗⃗| 

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 

| ⃗⃗| 
 

 

 اٍصيح ٍؽي٘ىح

تالاؼذاشٞاخ اىناسذٞضٝح ٗاٗظذ ٍرعٔ اى٘ؼذج ػيٚ ط٘ه  (2,0-,0)اىٚ  (4,1-,2)اىزٛ ٝرعٔ ٍِ  ⃗⃗⃗ / اٗظذ اىَرعٔ  1ٍصاه 

A . 

  اىع٘اب /

                                                                  ⃗⃗⃗          [       ]           

 ⃗⃗⃗                        | ⃗⃗⃗|
 
                    

   
 ⃗⃗⃗

| ⃗⃗⃗|
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⃗⃗⃗  اشثد اُ اىَرعِٖٞ / 2ٍصاه     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ٗ ⃗⃗⃗  ٍرؼاٍذِٝ .            

  اىع٘اب / 

                                                             ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗                     ) =0 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|             
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗

| ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|
                   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

⃗⃗⃗ / ارا ماُ  3ٍصاه            ٗ ⃗⃗⃗ ٍرعِٖٞ  , اٗظذ قَٞح اىضاٗٝح اىصغشٙ تَْٖٞا تاعرخذاً           

 اىضشب اىؼذدٛ . -2         اىضشب الاذعإٜ -1 :

 اىفشع الاٗه ٍِ اىغؤاه:اىع٘اب /  

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  |

      

   
    

|                 

| ⃗⃗⃗|                             ⃗⃗⃗                    

| ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗|                           

| ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗|  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|          
     

         
                 

 اىفشع اىصاّٜ ٍِ اىغؤاه:

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗                        

     
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗

| ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|
 

  

         
               

⃗⃗⃗ / ارا ماُ  4ٍصاه          ٗ ⃗⃗⃗           ٗ ⃗⃗⃗  ٗ   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗⃗⃗  , اٗظذ          

 ٗقاسُ تَْٖٞا  ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

 اىع٘اب / 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  |

      

   
   

|             

( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗  |

      

     
   

|           

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  |

      

   
   

|              

 ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)  |

      

   
     

|              

 

 ٗػيٚ رىل ٝرضػ ٍذٙ إَٞح ٗضغ الاق٘اط فٜ اىضشب الاذعإٜ اىصلاشٜ .
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 . ⃗⃗⃗  (⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗ )ٗقاسُ اىْرٞعح ٍغ    ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ فٜ اىغؤاه اىشاتغ اٗظذ  A,B,C/  تاعرخذاً اىَرعٖاخ  5ٍصاه 

 اىع٘اب / ٍِ اىغؤاه اىغاتق ّعذ اُ :

( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)                 

 ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)                         

 ٗاٝضا ٍِ اىغؤاه اىغاتق ّعذ:

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗             

( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)  ⃗⃗⃗                         

اُ اىَرعٖاخ ذظٖش  اىْرٞعح ّفغٖا ٍَا ٝذه ػيٚ ٗضغ الاق٘اط فٜ ٕزا اىْ٘ع ٍِ اىضشب اىصلاشٜ غٞش ضشٗسٝح طاىَا

 ٞة اىذٗسٛ .ذتْفظ اىرشذٞة اىذٗسٛ فاُ اىْرٞعح ذنُ٘ ٗاؼذج ار ذرغٞش الاشاسج ػْذٍا لاذنُ٘ تْفظ اىرش

 

⃗⃗⃗ / ترشتٞغ طشفٜ اىَؼادىح  6ٍصاه    ⃗⃗⃗  تشِٕ قاُّ٘ اىعٞة ذَاً . ⃗⃗⃗  

 اىع٘اب/

                       B                    

      C                      

                     A   

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗     ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗) ( ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗)   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗

      ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗                   

                 

 

⃗⃗⃗ / ظذ ذثاػذ ٗاىرفاف اىَرعٔ   7 ٍصاه    ̂         ̂         ̂        . 

 اىع٘اب / 

     ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  ( ̂
 

  
  ̂

 

  
  ̂

 

  
)  ⌈ ̂         ̂         ̂       ⌉
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      ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ||

 ̂  ̂  ̂
 

  

 

  

 

  

                     

||

  ̂ [
 

  
        

 

  
       ]   ̂ ⌈

 

  
        

 

  
       ⌉

  ̂ [
 

  
        

 

  
       ]   ̂       ̂       ̂      

   ̂   ̂       

 

⃗⃗⃗ تشِٕ ػيٚ اُ اىَرعٖاخ اىصلاشح :  /  8ٍصاه     ̂   ̂   ̂     ⃗⃗⃗   ̂    ̂     ̂     ⃗⃗⃗    ̂    ̂    ̂  

 شَصو ظ٘اّة ٍصيس قائٌ اىضاٗٝح.

                                                           -اىع٘اب/ ٍِ اىشعٌ :

                                C              A 

                                               

                                  B   

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  (  ̂   ̂   ̂)  ( ̂    ̂    ̂)    ̂    ̂    ̂ 

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  (  ̂   ̂   ̂) ( ̂    ̂    ̂)             

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗  | ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|          
 ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗

| ⃗⃗⃗|| ⃗⃗⃗|
         ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 


