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 مجمٌػة الأػداد الحقيقيومن ألمجمٌػات الجزئيو 

The Subsets Of The Set Of The Real Numbers 

 
 : The Set Of The Natural Numbers)لطبيؼيو)االأػداد (: مجمٌػة ۱)

 ( .(N حٍث ٌسمص ٌٍا تا ٌسمص  { …,1,2,3 }ذىرة  ػٍى اٌىحُ الأذً :        

 

 : The Set Of The Integer Numbers)) مجمٌػة الأػداد الصحيحو (:۲)

 ( أً(I حٍث ٌسمص ٌٍا تاا ٌسماص  { …,1,2,3, 1,0-,2-,3-,…}ذىرة  ػٍى اٌىحُ الأذً :       

Z).  ) 

   

 : The Set Of The Rational Numbers)(: مجمٌػة الأػداد النسبيو) ۳)

 : ذىرة  ػٍى اٌىحُ الأذً َ Q) )ٌسمصحٍث ٌسمص ٌٍا تا        

  xR, x = m/n , э n, m }.لا ٌُخد تٍىٍما ػامً مشرسن ػددان صحٍحان  {            
 ولاحظ أن مه خُاص الأػداد اٌىسثًٍ إمىاوٍح وراترٍا ػٍى شىً وسس ػشسي مثً:      

                                               ( , ...½  = )5.5  ,  ( 0.25 = ( ¼ 

 
 The Set Of The Irrational Numbers): بيو) (: مجمٌػة الأػداد غير النس۴)

 صحٍحٍه مثً: ػٍى شىً وسثح ػددٌه  ٌمىه وراترٍا ػداد اٌحمٍمًٍ لامدمُػً مه الأ       

    2 ,3,5 ,π   حٍثπ  ً22/ 7 ذىرة  ػٍى اٌىحُ الأذًاٌثاترً َأٌىسث or 3.14  = π. 
 .((IRRٌسمص تا ٌَسمص إٌى أٌمدمُػً       

      

RQZNلاحظ أن        َIRRQR . 

    

 (:+,Rخٌاص مجمٌػة الأػداد الحقيقيو مغ ػملية الجمغ)    
 ػددا حمٍمٍا فان :  a, b, c ٌٍىه وً مه      

 مغ ذرحمك أي أن :خاصٍح الاوغلاق مغ ػمٍٍح اٌد  :( ۱)

       R (the cluaser property is satisfied)   a + b 
 

 خاصٍح الإتداي مغ ػمٍٍح اٌدمغ ذرحمك أي أن :  :( ۲)

       (the commutative property is satisfied)         a + b = b + a 

 
 خاصٍح اٌردمٍغ  مغ ػمٍٍح اٌدمغ ذرحمك أي أن : :( ۳)

        property is satisfied) a+ (b + c) = (a + b) + c (the associative  

 

 أٌؼىصس اٌمحاٌد اٌدمؼً مُخُد تمؼىى : :( ۴)

a+ 0 = 0+ a = a (the identity element exist)              

 

 أٌىظٍس اٌدمؼً مُخُد تمؼىى : :( ۵)

(the inverse element exist) = (-a) + a = 0 a+ (-a) that   (-a)R  such         
 :(,R.)الضربخٌاص مجمٌػة الأػداد الحقيقيو مغ ػملية     
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 ػددا حمٍمٍا فان :  a, b, c ٌٍىه وً مه 

 خاصٍح الاوغلاق مغ ػمٍٍح اٌضسب  ذرحمك أي أن :  :( ۱)

       R (the cluaser property is satisfied)   a . b 
 

 رحمك أي أن :خاصٍح الإتداي مغ ػمٍٍح اٌضسب ذ  :( ۲)

       (the commutative property is satisfied)           a . b = b . a 

 
 ذرحمك أي أن : اٌضسبخاصٍح اٌردمٍغ  مغ ػمٍٍح  :( ۳)

        property is satisfied) a.(b . c) = (a . b).c (the associative  

 

 مُخُد تمؼىى : أٌضستًأٌؼىصس اٌمحاٌد  :( ۴)

a.1 = 1.a = a (the identity element exist)              

 

 مُخُد تمؼىى : أٌضستًأٌىظٍس  :( ۵)

                      a and  a.a
-1

 = a.1la = 1   /a
-1

 = 1 that   such    (a
-1

)R          
(the inverse element exist)                                                                      

 

 ػمٍٍح اٌضسب ػٍى ػمٍٍح اٌدمغ ٌمٍىا َ ٌسازا  َذٌه ٌؼىً:  ٌمىه ذُشٌغ :( ۶)

     a .b +a . c    and   (b+ c).a = b. a +c . a        = a.(b+ c) 
                                                          ((the distributive law is satisfied  

 
 ( :The Inequalitiesراجحات )ألمت

 

 إذا وان  ، b>aتاٌسمص  ٌسمص ًٌَ   aأوثس مه    bاي أن ٌم .ػددا حمٍمٍا  a, b   ٌٍىه وً مه  

 b - a   ػددا مُخثا أي أنb – a >0 . 

 

 :The Intervals)ألفترات )

 

 فرسي .ت  bٌسذثط مغ   aٌماي أن    a <  bػددا حمٍمٍا، فإذا وان  a, b   ٌٍىه وً مه  
  

  Intervals :(The Types Of Theألفترات )أنٌاع 

 

 أٌفرساخ ػٍى وُػٍه ٌما:

 

    The Finite Intervals):ألفترات المنتييو ):( ۱) 
  

 اٌفرساخ اٌمىرًٍٍ أزتؼح أوُاع ًٌ:

 

ػاددا حمٍمٍاا تحٍاث أن          a, b   ٌاٍىه واً ماه   :   the open interval))اٌفراسي اٌمفرُحاً -أ

a < b ،    ٌماي أنa   ٌسذثط مغb  مفرُحاً إذا واان  تفراسي  }  R; a < x < b  x {     شاس

   a , b) ) a   أن  أي ،( a , bتااٌسمص  ) اٌٍا  ٌسماص َ  ،إٌاى اٌفراسيa, b   ىرمً  وً مه  ٌأن لا

َ a , b) )   b  .ٌدػى  وً مه  a, b   اٌفرسجوٍاٌرا. 
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ػاددا حمٍمٍاا تحٍاث أن          a, b   :  ٌاٍىه واً ماه    the closed interval)أٌمغٍماً ) اٌفراسج -ب

a < b ،   ٌماي أنa   ٌسذثط ماغb  مغٍماً إذا واان  تفراسي  }  R; a  x  b  x {    شاس  أن

 َ  a, b  a] [أي  أن   ،] a , b  [تاٌسمص   ٌسمص ٌٍا َ  ،إٌى اٌفرسيa, b   مه   ىرمً  وً ٌ

] [a, b   b  .ٌوً مه  دػى  a, b  .وٍاٌرا اٌفرسي 

  

ػددا حمٍمٍا تحٍث a, b   ٌٍىه وً مه  : the half open interval))وصف اٌمفرُحًاٌفرسي  -ج

   } R; a  x  b  x  { إذا واان وصف مفرُحاً تفرسي  bٌسذثط مغ   aٌماي أن   ،  a < b أن 

. أي  ) a , b  [ٌَسمص ٌٍاا تااٌسمص   ،ٌفرسيإٌى ا bتٍىما ٌىرمً   اٌفرسيإٌى   a  ٌىرمً   لا  شس  أن

شاس  أن     } R; a  x b  x  { ػٍاى اٌىحاُ اَذاً أَ .a,  b   a  َ]  ( a, b  b ) [أن

أي  أن    ،] a , b  (تااٌسمص   ٌسماص ٌٍاا َ  ،إٌى اٌفراسي   bاٌفرسي تٍىما لا  ٌىرمً  إٌى   a  ٌىرمً  

)    [a,  b  a  َ)  [ a, b   b.   ٌدػى  وً مه  a, b  .وٍاٌرا اٌفرسي 

 

  :The Infinite Intervals)ألفترات غير المنتييو ) 
 

 أٌفرساخ غٍس اٌمىرًٍٍ وُػٍه ٌما:

 

  aٌمااي أن  ،    aػددا حمٍمٍا تحٍث أن   a: ٌٍىه the open interval)اٌفرسي اٌمفرُحً  ) -أ

إٌاى   a  شاس  أن لا  ٌىرماً    } R; a  x    x  { مفرُحاً إذا واان تفراسي  ٌاسذثط ماغ 

تاىف  اٌفىاسي  وؼاسل اٌفراسي  . a , ) ) a أي  أن    ،( a ,.  َ ٌسماص  ٌٍاا تااٌسمص  )اٌفراسي

ٌسماص  }    x    R;  x-    {حاٌح واُنفً وٍاٌح اٌفرسج.     aٌدػى  .( (,a- اٌمفرُحً

 آخس إٌى مدمُػح الأػداد اٌحمٍمًٍ. َ ٌؼد ٌرا ذؼسٌفا  ،     ( - ,ٌٍفرسي  تاٌسمص ) 

 

،    a ػددا حمٍمٍا تحٍث أن a: ٌٍىه  the half open interval)اٌفرسي وصف اٌمفرُحً) -ب

شاس  أن    } R; a  x    x  { وصاف  مفرُحاً إذا واان تفراسي  ٌاسذثط ماغ   aٌمااي أن  

تاىف   . a    ] (a , أي  أن    ، ]    a ,َ ٌسماص  ٌٍاا تااٌسمص  )  ،اٌفراسيإٌاى   a  ٌىرماً  

 وٍاٌح اٌفرسج.    aٌدػى (.   [,a–اٌفىسي  وؼسل اٌفرسي  وصف اٌمفرُحً 

 

  The Bounded Sets):) ألمقيدهألمجمٌػات 

 

،  tA  ٌىً    t Mتحٍث أن    Mممٍدي مه الأػٍى إذا َخد ػدد حمٍمً    Aذدػى أٌمدمُػً  
فٍُخاد ػادد  دوىممٍدي  مه الأ   Aأما  إذا واود أٌمدمُػً  . A  لٍد أػٍى ٌٍمدمُػً  M  ٌَسمى

 .  Aلٍد أدوى ٌٍمدمُػً      N، ٌسمى    t Aٌىً    N tتحٍث أن     Nحمٍمً  

 

 أمثلـــــــــــــــــو:

======== 

 ٍا.لٍد أدوى ٌ( -6(  لٍد أػٍى ٌٍا َ اٌؼدد اٌحمٍمً )1ممٍدي ، اٌؼدد اٌحمٍمً )  [6,1-]أٌفرسي    -أ

 (، َغٍس ممٍدي  مه الأػٍى.5(  ممٍدي  مه الأدوى تاٌؼدد اٌحمٍمً ),5أٌفرسي  )  -ب

 

 ملاحظـــــــــــــــو:

اٌممٍادج ماه الأػٍاى  )-1,7غٍس َحٍاد وماا فاً أٌمدمُػاً )لد ٌىُن وً مه أٌمٍد الأػٍى َ الأدوى 

 2/17، -7اد اٌحمٍمٍااً ٌَىاارا . واارٌه ٌااً ممٍاادي مااه الأدوااى تالأػااد 2/3، 1تالأػااداد اٌحمٍمٍااً 

 ٌَىرا.
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   The Solution Of The Inequality ):حل المتراجحو ) 

 

 ( حلا  ٌٍمرساخحً. x (ذؼد مدمُػح اٌمٍم اٌرً ذحمك اٌمرساخحً تؼد اٌرؼٌُض تاٌمرغٍس 

 

 ( : proposition) قضيو

=============== 

  :  وان  فإذا   a, b, c  Rٍىه  وً مه  ٌ

 . a + c  b + c  فان  a b  -أ

 .a . c  b . c  فان   a b      َc    0 -ب

 .a . c b . c  فان   a b      َc    0 -ج
 

 The Inequalities Of The First Degree):ألمتراجحات من  ألدرجو الأًلى )

 

 :أٌراًٌٍَاحد وما فً ألأمثًٍ  (x)  فً ٌرا اٌىُع  مه اٌمرساخحاخ  ذىُن  دزخح اٌمرغٍس 

 

 :(Example1) ( ۱مثـــــــــال )

  ================= 

     5 (x + 2) 3حً اٌمرساخحً أٌراًٌٍ :             

 

 ألحـــــــــــــــل :

 ــــــــــــــــــــ

    x  –1 3      x   5 – 6  3      5 3 x + 6      3 (x + 2)  5                         

x   –1 / 3                                                                    
 

 اٌحً ٌمىه وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً : حٌـــىا مدمُػ

                              (–,–1/3) = { x  R ; x  –1/3 } 

 

 :(Example 2( ) ۲مثـــــــــال ) 

=================== 

   7 2x + 3  11:        ً أٌراًٌٍحً اٌمرساخح 

 ألحـــــــــــــــل :   
 ـــــــــــــــــــــــــــ   

                       –3 + 11   –3 + 7  2 x         7 2x + 3  11                           

 

                                                     2  x  4  4  2 x  8  

 اٌحً ٌمىه وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً : حٌـــىا مدمُػ

(2,4) = { x  R ; 2   x  4 } 

 :(Example 3( ) ۳مثـــــــــال )

=================== 

 .    (x – 3)   0تحٍث أن    ]      x / (x – 3 ) ]     4  حً اٌمرساخحً أٌراًٌٍ :  
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 ألحـــــــــــــــل :

 ــــــــــــــــــــ

[ x / (x – 3 ) ]   –  4   0          x / (x – 3 ) ]    4     [  

(x – 3)]   0  [(x – 4 x + 12 ) / (x – 3) ]  0    [{x – 4. (x – 3)} / 

 ( .–َ )+ /  (  +/  –)  ـفتما أن اٌىسس ساٌة      

 

            0                    12 – 3x   0 ∨ x – 3 

       12  3x  ∨ x  3          

 4 x  ∨  x  3                                                

 

                                                   S1 = { x  R ; x  3}      

 

      12 – 3x   0 ∨ x – 3 0                             َ 

            4 x  ∨  x  3     

 

                                                    S2 = { x  R ; x < 4}      

 

اٌحً ٌمىه حٌـــىا مدمُػ  وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً :                                                  

S =   ( 3, ) ∩ (–, 4) = (3,4) 

 

 Inequalities Of The  Second  Degree :(The) ألثانيومن  ألدرجو  المتراجحات

 

 وما فً ألأمثًٍ أٌراًٌٍ: (x)  فً ٌرا اٌىُع  مه اٌمرساخحاخ  ذىُن  دزخح اٌمرغٍس اثىان 

 

 :(Example)مثـــــــــال 

  ================= 

 x 25حً اٌمرساخحً أٌراًٌٍ :             
2

    

 

 

 ألحـــــــــــــــل :

 ــــــــــــــــــــ

 x
2
   25   x

2
 – 25  0   (x – 5) (x + 5)    0 

 

 ( .– .(  أَ ) + + . –تما أن اٌىاذح  ساٌة   فأما ) 

    0    ∧  ( x – 5)  0   (x +5 )     أمــــــــــــا

  x  – 5   ∧   x  5                                
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                                            S1 =  (– 5, 5)       

      0  ∧  ( x – 5)  0   (x +5 )أَ                

  x < – 5   ∧   x > 5                            

                                                 фS2 =     

 

 ً ٌمىه وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً اٌح حٌـــىا مدمُػ

                                    ∪ф = (– 5 , 5 ) S = (– 5 , 5 ) 

 ( :The Absolute Valueألقيمــــــــــو ألمطلقـــــــــــو ) 

 

x إٌااى اٌداارز أٌرستٍؼااً  xٌمصااد تاٌمٍمااح أٌم ٍمااً إٌااى  
ٌمىااه  َ │ x │َ ٌسمااص ٌٍااا تاااٌسمص    2

 وراترٍا ػٍى  اٌىحُ اَذً :

                                             

















0

00

0
2

xifx

xif

xifx

x│x │=  

 

 أمثــــــــــــــــلو :

========      

│-9│= 9 , │8│= 8 , │0│= 0.  

 

 The Properties Of The Absolute Value):خٌاص ألقيمو ألمطلقو )

 

 │ a │=│a-│                     -أ

 

  =║a │  ║a│                 -ب

 

        │a .b│=│a │. │b│              -ج

 

  =│b│ │a │/  │a /b│         -د

 

      │a+b│  │a │+  │b│   -ىـ 

 

 

 

 

 

 

 ألحاًيو ػلى ألقيمو ألمطلقو تحل المتراجحا

The Solution Of The Inequalities Which Includes 

The Absolute Value  
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 ٍمً ورُصً إٌى أن :مه اٌرؼسٌف اٌساتك إٌى أٌمٍمً أٌم 

               

                                                 









0

0

xifx

xifx
x       

 

 

 .  │ x =0    =   x │x أي فً حاٌح  

 

 َ ٌىرا فان أٌمٍمً أٌم ٍمً لأي ػدد حمٍمً ًٌ ػدد حمٍمً غٍس ساٌة.

 

 :Example)مثـــــــــــــــــــال )

================= 

 │ x│>  3حً اٌمرساخحً أٌراًٌٍ :                      

 ألحـــــــــــــــل :

 ــــــــــــــــــــ

= R \ [– 3 , 3]      { x  R ;  x  3 ∨ x  – 3 } =  ( 3, ) ∪ (–   , – 3) 

 

 

 مجمٌػة تمارين مغ حليا

 
 حل المتراجحات التالية:(١)

 

 - 2  - 7 x + 5 < 1 

  x  < 3 

 x
2
 – 3 < 6 

 x
2
 + x – 2 > 0 

  x - 5 < 0 

  3x + 11 < 0 

 0,0
2

3 2

 x
x

x
 

 x + 5 > 1 

 │7- 4x │ 1 

 ( ىـــل المجمٌػات التالية تمثل فترات.  لماذا ً مانٌػيا  ۲) 

 {x; x IRR., 22  x  } 

 {x; x Z, - 7 x <1} 

 {x; x  [- 11, 8), - 2< x <9} 

 {x; x  Q, 6 x  9} 

 {x; x N, - 2 x <4} 

 {x; x R, - 1< x 11} 
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 {x; x R\ {0}, - 3< x <5} 

 {x; x [- 1, 4], 0 x 10} 

 
 حل المتراجحات التالية:(١)

 

 - 2  - 7 x + 5 < 1 

  x  < 3 

 x
2
 – 3 < 6 

 x
2
 + x – 2 > 0 

  x - 5 < 0 

  3x + 11 < 0 

 0,0
2

3 2

 x
x

x
 

 x + 5 > 1 

 │7- 4x │ 1 
 -الحـــــل:

 - 2  - 7 x + 5 < 1 

                     – 2 – 5  – 7 x < 1– 5 

                     (  – 7  – 7 x < – 4).( – 1) 

                     ( 4 < 7x  7) . 
7

1
 

                     1
7

4
 x  

                    S = { x; x  R \  1
7

4
 x } 

  x  < 3 

                    -3 < x < 3   

           S = { x; x  R \  33  x } 

 

 x
2
 – 3 < 6 

x
2
 – 3 – 6 < 0 

x
2
 – 9 < 0 

(x – 3).( x + 3) < 0 

 ( –. +( أَ )+ . –تما أن اٌىاذح ساٌة فأما )

 مـــــــاأ

(x – 3) < 0  ( x + 3) > 0 

    x < 3  x > – 3 

                    S1 =(–3, 3) 

  

 أَ
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(x – 3) > 0  ( x + 3) < 0 

      x > 3  x < – 3 

                     S2 =  

 ٌىا مدمُػح اٌحً ٌمىه وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً:

                     S =(–3, 3)   =(–3, 3) 

 

 x
2
 + x – 2 > 0 

(x + 2).(x – 1) > 0 

 
 (+(( أَ )+ .–.–تما أن اٌىاذح مُخة فأما )

 

 أما 

                     (x + 2) < 0 (x – 1) < 0 

                      x < –2  x < 1 

                   S1 = ( – , – 2 )  

 أَ

            (x + 2) > 0 (x – 1) > 0 

                      x > –2  x > 1 

                   S2 = ( 1,  )  

 ٌىا مدمُػح اٌحً ٌمىه وراترٍا ػٍى اٌىحُ اَذً:

                     S =(–, – 2)  (١, ) = R \ [– 2, 1] 

 

  x - 5 < 0 

 مه خُاص اٌمٍمح اٌم ٍمح
| x | + | - 5 | < 0  

                        | x | + 5 < 0 
                     | x |  < - 5  

 اٌمرساخحح ٌٍ  ٌٍا حً 

  3x + 11 < 0 

 مه خُاص اٌمٍمح اٌم ٍمح                      

|3 x | + | ١١ | < 0  

                        |3 x | + 11 < 0 
                   3  | x |  < - 11  

                       | x |  < 
3

11
  

 اٌمرساخحح ٌٍ  ٌٍا حً 

    0,0
2

3 2

 x
x

x
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2

3
 x < 0 

          x < 0 

S = { x; x  R,  x < 0 } 

 

 x + 5 > 1 

x > 1- 5 

x > - 4 

S = { x; x  R,  x > - 4} 

 │7- 4x │ 1 

 الحل

│7- 4x │ 1 

  مه خُاص اٌمٍمح اٌم ٍمح

|7| + | - 4 x |   1 

7 + 4 |x|  1 

4 | x |  1- 7 

4 | x |  - 6 

| x |  
4

6
   

| x |  
2

3
   

S = { x; x  R, x  
2

3
   x   

2

3
 }   

 

 

 ( ىـــل المجمٌػات التالية تمثل فترات.  لماذا ً مانٌػيا  ۲)

 {x; x IRR., 22  x  } 

 {x; x Z, - 7 x <1} 

 {x; x  [- 11, 8), - 2< x <9} 

 {x; x  Q, 6 x  9} 

 {x; x N, - 2 x <4} 

 {x; x R, - 1< x 11} 

 {x; x R\ {0}, - 3< x <5} 

 {x; x [- 1, 4], 0 x 10} 

 {x ; x  [-2, 4 )\ {1}, -1< x  2 } 

 
 -الحـــــل:

 {x; x IRR., 22  x  } 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

xR 
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 {x; x Z, - 7 x <1} 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

xR 
 

 {x; x  [- 11, 8), - 2< x <9} 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

9  [- 11, 8) 
 

 {x; x  Q, 6 x  9} 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

xR 
 

 {x; x N, - 2 x <4} 
 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

xR 
 

 {x; x R, - 1< x 11} 

 ٌري اٌمدمُػح ذمثً فرسج وصف مفرُحح لأن 

xR 
 

 {x; x R\ {0}, - 3< x <5} 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

5R 
 

 {x; x [- 1, 4], 0 x 10} 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

[6,10]R 

 {x ; x  [-2, 4 )\ {1}, -1< x  2 } 

 ٌري اٌمدمُػح لا ذمثً فرسج لأن 

1[ - 2,4) 

 

 

 

 

 مجمٌػة تدريبات للطلاب

 

  حً اٌمرساخحاخ أٌراًٌٍ :    -(۱)

 

  x +2  7 3      -أ
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   –  3 x + 5  4 7 –    -ب

 

 .  x  0تحٍث أن     ( 1 / x) 2  -ج

 

x   -د
2
 – 5 – 6  0  

 

  4     │x│ -ٌـ 

 

ً-  │x -4│ 5  

 

  4x │ 1 -7│   -ل

 تٍه فٍما إذا واود اٌمدمُػاخ اَذٍح فرساخ مغ ذوس اٌسثة    -(۲)

 

  A = {x ; x  N , 0  x  3 }  

 

                                                                          }  B = { x ; x R , 1  x <  

         

 C = { x ; x  I , -1  x  5 } 

 

D = { x ; xQ , (1/2) < x < 4} 

 

E = {x ; x  [ - 3, 3 )\ {0}, -1< x  1 } 
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 (  (The Limits  And The Continuityألغايـــــاث و الأســـــتمراريـه

 

 

 : (The Limit)تـــــــألغاي

عيىٚ اىْذى٘   ٗ ذنرة  x   ٍِ xميَا اقرستد    Lذقرسب  ٍِ    fإذا ماّد     f(x)غاٝح   Lذدعٚ 

اٟذٜ :                                 xfL
xx 0

lim


      

ذَصىىو ميٞىح أىرستٞىٔ اتىىِ   x0  دفَىص   إذا ماّىاىغاٝىح ذبثىس عىِ ارقرىىساب ٍىِ ّقنىٔ ٍبْٞىىٔ   أُ أٛ 

ميٞىح اىنَٞٞىا  فىٜ  قضىٌ ذَصىو     f(x0)فىاُ   اىنَٞٞىا  فىٜ اىنيٞىٔقضىٌ ذَصو  طاىة فىٜ   xٗ  اىٖٞصٌ 

ٌ . ٕٗـرا ٝبْٜ أُ ىرستٞٔ اتِ اىٖٞصنيٞح أقضٌ اىنَٞٞا  ت ذَصو  ط ب فٜ  f(x)أىرستٞٔ اتِ اىٖٞصٌ  ٗ  

غاٝىىح أٛ طاىىىة فىىٜ اىقضىىٌ ٕىىـٜ اى٘طىى٘ه إىٞىىٔ ٕٗىىـرا رٝذىىدز إر عىىِ طسٝىى  اىىىد ٘ه إىىىٚ اىنيٞىىح 

 تَبْٚ أُ غاٝح اىن ب ذرذق  إذا ٗطو مو ٌٍْٖ إىٚ اىقضٌ ٗٝنُ٘ اىجَٞع قد ٗطو إىٚ اىنيٞح .     

 

 مـــــــــــلاحظه:

 . x x0إذا  ماّد     f(x)  f(x0)أٛ أُ  (  تاىشنو اٟذٜ )   ٝبثس عِ ارقرساب

 

 (:(Exampleمثــــــــــال 

============== 

    ٍِ2 . x ىْسٙ ٍاذا ٝذدز عْد اقرساب      f(x) =  x
2 
ىرنِ  أىداىٔ       3+   

 ألحـــــــل :

 ـــــــــــــــــ

ت٘ض٘ح . باٟذٜ ٝثِٞ اىغاٝح ٍِ   ه ارقرسااىجدٗه   
 x 3 2.5 2.3 2.1 2.012 2.001 2.0001  ٍِ اىَِٞٞ

 f(x) 10.2 9.25 8.24 7.44 7.040 7.004 7.0004  
زٍِ اىٞضا  x 1 1.2 1.4 1.5 1.9 1.99 1.999  

 f(x) 4 4.44 4.96 5.25 5.98 6.96 6.999   

 ٍِ اىجدٗه أع ٓ ٝرثِٞ ىْا أُ

 f(x)   7    x 2 

 َٗٝنِ مراترٖا عيٚ اىْذ٘ اٟذٜ :

  7lim
2




xf
x

    x0 = 2  f(x0) = 7 

 ٗ ىٞنُ٘ الأٍس أمصس ذفظٞ  ردظ أىسصٌ اٟذٜ :
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 اّسٙ ٍِ اىجدٗه أّ ذَد ٍْاقشح ٍضأىح ارقرساب ٍِ اىَِٞٞ ٗ ٍِ اىٞضاز ىر  فٜ اىَصاه اىضات

 ماُ ىزاٍا عيْٞا ذبسٝف اىغاٝح ٍِ اىَِٞٞ ٗ ٍِ اىٞضاز .

 

:(The Right Limit ) الغايت مه اليميه  

 

 َٝنِ ذبسٝف اىغاٝح ٍِ اىَِٞٞ تاىظٞغح أٟذٞٔ :

 xfL
xx 

 

0

lim                 

 ٗ ٝرضخ ذىل ٍِ اىسصٌ اٟذٜ:

 

 
 x0 

:(The Left Limit) الغايت مه اليسار  

 َٝنِ ذبسٝف اىغاٝح ٍِ اىٞضاز تاىظٞغح أٟذٞٔ :

 xfL
xx 

 
0

lim                 

 ٗ ٝرضخ ذىل ٍِ اىسصٌ اٟذٜ:

 

 
 X 

 حالاث إيجاد الغايت:

 لإٝجاد اىغاٝح لأٝح داىح ّرثع اىذارخ اٟذٞح :

 

 ٝرٌ إٝجاد غاٝرٖا تاىرب٘ٝض اىَثاشس عِ  إذا ماّد أىداىٔ ٍربددج ددٗد  x0   مَا فٜ اىَصاه

 اٟذٜ:

f(x) = x
2
 + x + 5    x  1 

 

 

f(x)  7  when   x  1 

  :ٜإذا ماّد اىداىح مضسٝٔ ٝرٌ إٝجاد اىغاٝح عيٚ اىْذ٘ اٟذ 

ذجبو اىَقاً ٝضاٗٛ طفس ٝرٌ ذثضىٞظ أىداىىٔ تاصىرمداً تبىض اىنىس  ّقنح اىغاٝح  إذا ماّد  -أ 

قاً رٝضاٗٛ طفس شٌ ٝرٌ اىرذيٞو إىٚ اىب٘اٍو( ىجبو اىَ -اىَساف  ت باىضس -ٍصو )ار رظاز

 اىرب٘ٝض تاىداىح أىْٖائٞٔ مَا فٜ اىَصاه اٟذٜ:

f(x) = x(x+ 1) / x when  x  0 

75115lim 2

1



xxL

x
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 
  11lim

1
lim

00






x

x

xx
L

xx
     

  

 ْٕا ا رظسّا لأُ اىْقنح طفس ذجبو اىَقاً ٝضاٗٛ طفس.

 

 

 ٜ اىَصاه اٟذٜ :ٝرٌ اىرب٘ٝض ٍثاشسج مَا فإذا ماّد ّقنح اىغاٝح  رذجبو اىَقاً ٝضاٗٛ طفس  -ب

   

       n  5       when  
n

n
nf

24 
 

 

 

 

 

 

 

 

 إذا ماّد أىداىٔ جرزٝح ّرثع اٟذٜ لإٝجاد غاٝرٖا: 

 

 

ماُ ىزاٍا عيْٞىا إٝجىاد غاٝىح ع عيٚ ددٗد اىَجاه قإذا ماّد  ّقنح اىغاٝح ّقنح ددٗدٝح أٛ ذ -أ

ا ذنىىُ٘ غٞىىس ٍ٘جىى٘دج   ٕىىـرا فَٞىىا ٝمىىرض أىداىىىٔ ٍىىِ اىَٞىىِٞ ٗ ٍىىِ اىٞضىىاز تذٞىىس أُ إدىىدإَ

ٕىى٘ ٍجَ٘عىىح ألأعىىداد اىذقٞقٞىىح  داىىىح أىجىىرٗز أىفسدٝىىح اىَجىىاه فىىٜ   لأُ تاىجىىرٗز أىزٗجٞىىٔ

 مَا فٜ اىَصاه أٟذٜ: ٍاداٍد اىداىح اىجرزٝح ىٞضد فٜ اىَقاً

 

x  3        when   62  xxf 

 

Df = [ 3 ,  )  

 

066632lim
3






x
L 

 
 

62lim
3




 xL
x

 

 

 .ٕـرٓ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج لأُ  اىَجاه غٞس ٍبسف ٍِ اىٞضاز

 

 

 

 

5

1

5

25424
lim

5








 n

n
L

n
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ماّد ّقنح اىغاٝح ٍ٘ج٘دج دا و ٍجاه أىداىٔ  ٝرٌ إٝجاد غاٝرٖا عِ طسٝ  اىرب٘ٝض  إذا -ب

 فٜ اىَصاه أٟذٜ:اىَثاشس مَا 

    

 when  x   5   62  xxf 

Df = [ 3 ,  ) 

 

 

 

   : إذا ماّد أىداىٔ ٍجزئح ّرثع اٟذٜ لإٝجاد غاٝرٖا 

ماُ ىزاٍا عيْٞا إٝجاد غاٝح أىداىٔ ٍِ إذا ماّد ّقنح اىغاٝح ّقنح فاطيح تِٞ جزئٜ أىداىٔ  -أ

اىَِٞٞ ٗ ٍِ اىٞضاز  فئذا ماّد اىغاٝراُ ٍ٘ج٘دذِٞ ٗ ٍرضاٗٝرِٞ عْدئر ذنُ٘ اىغاٝح ٍ٘ج٘دج  

 مَا فٜ اىَصاه اٟذٜ:
 

 

 

 

 

اىغاٝح ٍِ اىَِٞٞ ٗ ٍِ اىْقنح طفس  ّقنح فاطيح تِٞ جزئٜ أىداىٔ ٗ ٕرا ٝبْٜ ٗج٘ب إٝجاد 

 ٝأذٜ: ااىٞضاز ٗمَ

0limlim
00




 xxL
xx

 

     

  0limlim
00




 xxL
xx

 

 

  L
  
L

+
 = 

 

 

0lim
0




xL
x

 

 

إٝجاد غاٝرٖا عِ طسٝ   جزئٜ أىداىٔ فٞرٌ  ماّد ّقنح اىغاٝح ّقنح غٞس فاطيح تِٞ إذا -ب

 اىرب٘ٝض اىَثاشس مَا فٜ اىَصاه أٟذٜ:

f(x) = x when  x   - 1  

 

11lim
1




xL
x

 

 ملاحظـــــــــــت:

ٗىنِ ٝجة ٗج٘د فرسٓ ٍفر٘دح  صث  أُ ّقنح اىغاٝح رذْرَٜ إىٚ ٍجاه اىداىح دائَا  ّضرْرج ٍَا

 َٜ إىٚ ٍجاه اىداىح مَا فٜ داىح اىداىح اىنضسٝح .ذذٞظ تْقنح اىغاٝح ذْر

 

 

 









0

0

xifx

xifx
xxf

24610652lim
5


x

L
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 حالاث عدم وجىد الغايت:

 ْٕاك داىراُ ْٝبدً ٗج٘د اىغاٝح عْدَٕا :

  ٜأ(اىذاىح إذا ماّد إددٙ اىغاٝرِٞ غٞس ٍ٘ج٘دج عْدئر ذنُ٘ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج مَا ف( 

 ٍِ اىداىح أىجرزٝٔ .

 عْدئر ذنُ٘ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج مَا  ِٞإذا ماّد اىغاٝرِٞ ٍ٘ج٘دذِٞ ٗىنِ غٞس ٍرضاٗٝر

 فٜ اىَصاه :

when  x   0     
x

x
xf  

 

 

 

 

 

 

















01

0

01

x

x

x

 

 

اىْقنح طفس  ّقنح فاطيح تِٞ جزئٜ أىداىٔ ٗ ٕرا ٝبْٜ ٗج٘ب إٝجاد اىغاٝح ٍِ اىَِٞٞ ٗ ٍِ 

 ٝأذٜ: ااىٞضاز ٗمَ

  

 

 

 

    11limlim 




xxxx

xfL 

 
  LL 

 

 ٗ ٕرا تبْٜ أُ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج.

 

 (:The Properties Of The Limits) خصائص الغاياث

 

 أىداىٔ  إذا ماّد 

P(x) = c0 + c1 x + + cn x
n
   c0, c1, , cnR . cn  0 nI  n >0  

 ٍربددج ددٗد  فغاٝح ٕـرٓ أىداىٔ ٕـٜ:






















0

0

0

x
x

x
x

x
x

x

x

x

  11limlim 




xxxx

xfL
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   0
0

lim xPxPL
xx




   

 اّد أىداىٔإذا م 

f(x) = c   c  R  

 فغاٝح ٕـرٓ أىداىٔ ٕـٜ:شاترح 

 

  cxfL
xx


 0

lim  

   ُإذا ماcR     ٔغاٝح أىداى ٗf(x)  : ٍُ٘ج٘دج فا 

 

 

 

      ٍِ  إذا ماّد مg(x),  f(x)   ٔٗغاٝح م  ٍَْٖا ٍ٘ج٘دج فاُ : داى 

        xgxfxgxfL
xxxxxx

gf
000

limlimlim


  

 

      ٍِ  إذا ماّد مg(x),  f(x)   : ُداىٔ ٗغاٝح م  ٍَْٖا ٍ٘ج٘دج فا 

        xgxfxgxfL
xxxxxx

gf
000

limlimlim


  

  إذا ماّدf(x)   :ُداىٔ ٗغاٝرٖا  ٍ٘ج٘دج فا 

 

    
n

xx

n

xx

n xfxfL 









 00

limlim 

  إذا ماّدr(x)   : ُداىٔ ّضثٞح  ٗغاٝرٖا  ٍ٘ج٘دج فا 

 

 
 
 

 
 

 0
0

0

00

limlim xr
xq

xp

xq

xp
xrL

xxxx
r 


 

 

 r(x) = p(x) / q(x)   p(x) , q(x)  is a polynomial  for x   q(x)  0. 

     

 غاياث اللاوهايت : 

 فٜ اىَصاه اٟذٜ:  مَا -   أٗ غاٝح اى ّٖاٝح إذا ماّد ّرٞجرٖا   ذدعٚ اىغاٝح 

 

 

                                                                       when  x  0 

 

   xfcxcfL
xxxx 00

limlim

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 
x

xf
1


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















LL

x
L

x
L

x

x

1
lim

1
lim

0

0

 

 

 ىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج مَا ٝرضخ ٍِ اىسصٌ اٟذٜ:ٗ ٕرا تبْٜ أُ ا

    

 
-  

 ألغاياث عىد اللاوهايت :

 ح عْد اى ّٖاٝح مَا فٜ اىَصاه أٟذٜ:ذنُ٘ اىغاٝ   -أٗ  x     ٍِعْد اقرساب  

 

   f(x) = 1 / x    x    x -  
 

0
1

lim

0
1

lim









x
L

x
L

x

x
 

 

عيٚ اىذد ذٛ اىق٘ج الأمثس  ًفٜ ٍصو ٕرا اىْ٘ع ٍِ اىغاٝاخ ٝنُ٘ اىذو تقضَح مو ٍِ اىثضظ ٗ اىَقا

 )أعيٚ أس (  فرظثخ ىدْٝا ش ز دارخ ىيْاذج :

 

   ٛٗإذا ماّد دزجح اىثضظ أعيٚ ٍِ دزجح اىَقاً فاىغاٝح ذضا ٗأ   - فٜ اىَصاه   مَا

 اٟذٜ:  
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3

3

33

2

33

2

3

3

2
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21
1
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1

2

lim

1
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x
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





















 

    

 َٗٝنِ مراتح اىْرٞجح عيٚ اىْذ٘ اٟذٜ :

 

  + مَٞح طغٞسج جدا /  مَٞح طغٞسج جدا = 5=

 

 ًفاىغاٝح ذضاٗٛ  ٍباٍو اىذد ذٛ اىق٘ج الأمثس  إذا ماّد دزجح اىثضظ ذضاٗٛ  دزجح اىَقا

 فٜ اىَصاه اٟذٜ:    مَافٜ اىثضظ  ٍقضٍ٘ا عيٚ ٍباٍو ٍصٞئ فٜ اىَقاً 
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








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 َٗٝنِ مراتح اىْرٞجح عيٚ اىْذ٘ اٟذٜ :

 

 7/ 5مَٞح طغٞسج جدا =  +7+ مَٞح طغٞسج جدا / 5=
 

 ٛٗفٜ اىَصاه اٟذٜ:  مَا طفس إذا ماّد دزجح اىثضظ أقو ٍِ دزجح اىَقاً فاىغاٝح ذضا 
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 ملاحـــــظت:

 جَٞع اىم٘اص اىضات  ذمسٕـا فٜ اىغاٝاخ ذظخ فٜ غاٝاخ اى ّٖاٝح ٗ اىغاٝاخ عْد اى ّٖاٝح.

 

 The Continuity):ألاستمراريت ) 

  fٍضرَسج عْد ّقنح  ر ذذر٘ٛ قنع  فٜ ذيل اىْقنح  أٍا إذا ماّد أىداىٔ   fإذا ماّد أىداىٔ 

طٞاغح ٗتْا ا عيٚ ٍا صث  َٝنِ  ٍضرَسج فٜ فرسج ٍبْٞح ف  ذذر٘ٛ قنبا فٜ ذيل اىفرسج .

 ذبسٝف ارصرَسازٝح عيٚ اىْذ٘ اٟذٜ:

ٗط إذا دققد اىشس  xٍضرَسج عيٚ   xاىَبسفح عيٚ فرسج ٍبْٞح ذذر٘ٛ   fذنُ٘ أىداىٔ 

 اىراىٞح:

1-  f (x0)  exist       

   x0أٛ  أُ  أىداىٔ ٍ٘ج٘دج عْد  

 

  exist         xf
xx 0

lim


2- 

   x0أٛ  أُ غاٝح  أىداىٔ ٍ٘ج٘دج عْد       

     0
0

lim xfxf
xx




3- 

 . f (x0)ذضاٗٛ    x0أٛ  أُ غاٝح  أىداىٔ عْد       

 

     

 

 مـلاحظـــــت : 

ىٞش ٍِ اىضسٗزٛ اّرَائٖا إىٚ ٍجاه أىداىٔ  درٚ   x0صث  ٗأُ ذمسّا فٜ اىغاٝاخ أُ اىْقنح   

ٍْرَٞح إىٚ ٍجاه أىداىٔ  ىنٜ  x0َسازٝح فٞجة أُ ذنُ٘ اىْقنح  نُ٘ اىغاٝح ٍ٘ج٘دج  أٍا فٜ ارصرذ

  ٝنُ٘ اىشسط الأٗه  ٍرذققا.  

 

 مثـــــــال :

f(x) = xتِٞ فَٞا إذا ماّد أىداىح 
2

 ؟   x0 = 2ٍضرَسج عْد    
 الحـــــــل:

Df = R   

1- f(2) = 2
2
 = 4  

  

   4limlim 2

22



xxf

xx
2- 

 .  x0 = 2أٛ أُ أىداىح ٍضرَسج عْد 
 
 

0
01

0

1

2

lim
1

2
lim 







 

xx

x
x

x xx
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 حــالاث إيجاد ألاستمراريت :

  اذا ماّد اىداىٔ ٍربددج ددٗد ذنُ٘ ٍضرَسٓ عيٚ جَٞع ّقاط ٍجاىٖا ٗ ٕ٘ ٍجَ٘عح

 الأعداد اىذقٞقٞٔ مَا فٜ اىَصاه اٟذٜ :

 تِٞ اصرَساٝح اىداىح     

f(x) = x
2
+3x+5 

  1عْد اىْقنح          

 

1 Df = R 

 
1

2
+3+5= 9           f(1) = 

 

 

   

continuousisf

fxf

xxxf

x

xx











1lim

9531)53(limlim

1

2

11

 

 

 ذْرَٜ اىٚ ٍجاه اىداىح مَا فىٜ  ماّد اىداىح مضسٝح ذنُ٘ ٍضرَسج فٜ داىح مُ٘ اىْقنح إذا

 اىَصاه الأذٜ :

 تِٞ اصرَسازٝح اىداىح      

         / ( x
2
 – 3x+2) ]  f(x) = [ ( x

3
 – 2x

2
+5x – 1) 

 

    1عْد اىْقنح            

 fغٞس ٍ٘ج٘دج ٗ عيٞٔ فاُ اىداىح   f(1)رذْرَٜ اىٚ ٍجاه اىداىح ىرا فاُ  1تَا اُ اىْقنح             

 غٞس ٍضرَسج. 

 

 : ٜاذا ماّد اىداىح جرزٝح ذنُ٘ ٍضرَسج اذا ذذق  اٟذ 

 صاه اىراىٜ :اىْقنح ٗاقبح دا و ٍجاه اىداىح مَا فٜ اىَ - أ

 تِٞ  اصرَسازٝح اىداىح                

 

  2xxxf  

   1/2عْد اىْقنح           

x(1 – x)  0  x – x
2
  0  

 

x 0  1 – x 0    x  0  x  1  

x 0  1 – x  0  x  0  x  1  

 

Df = [ 0 , 1 ] 

 

 ٗاقبح فٜ ٍجاه اىداىح  ىرا ّجد الأصرَساٝح  1/2اىْقنح                
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
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1
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 ماّد اىْقنح ٗاقبح عيٚ ددٗد اىَجاه تذٞس ذذق  اىشسط الأ ٞس ذنُ٘ اىداىح        إذا -ب     

 ٍضرَسج مَا فٜ اىَصاه الأذٜ: 

 

 تِٞ اصرَسازٝح اىداىح            

  2xxxf  

  5ٗ  5عْد مو ٍِ اىْقاط           
 ٗاقبح عيٚ ددٗد اىَجاه ىرا فاُ : 5تَا أُ اىْقنح           

 

 

 

  0111

011limlim

0000

0limlim

2
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2

00




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






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xxxfL

f

xxxfL
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 .5ٗ  5ٗ ٕرا ٝبْٜ أُ اىداىح ٍضرَسج عْد مو ٍِ اىْقاط           
 ملاحظـــــــــــت:

فٜ اىَصاه اىضات  ذنُ٘ إددٙ اىغاٝرِٞ فقظ ٍ٘ج٘دج مَا ذمسّا فٜ اىغاٝاخ   ىنْْا صْنرفٜ تٖا 

f(x0)   ٛٗطاىَا ماّد ذضا 

 

  بسٝف مَا فٜ اىَصاه اٟذٜ:ٝرٌ ذذقٞ  اىرإذا ماّد اىداىح ٍجزئح 

 

 تِٞ اصرَسازٝح اىداىح 

 

 









01

01

x

xx
xf 

   5ْقنح عْد اى         

             0  Df = R 

 f(0) = 0+1=1 
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 

 

















LL

L

x

x

x

11lim

1101lim L

0

0

 

 

 

5ٗ ٕرا ٝبْٜ أُ أىداىح ٍضرَسج عْد اىْقنح  5ٗٛ أٛ  أُ اىغاٝح ٍ٘ج٘دج ٗ ذضا     

 

 

 ملاحظــــــت:

ماّد اىداىح غٞس ٍضرَسج عْد ّقنح ٍبْٞح فٜ اىَجاه عْدٕا ّق٘ه أُ اىداىح ٍرقنبح إذا   

ل اىْقنح   مَا فٜ اىَصاه أٟذٜ: عْد ذي   (Discontinuous) 

  

Sgn x  دٞس أُ : 5ٍرقنبح عْد اىْقنح  داىح 

  

= 0 Sgn (0) 

 

  1lim

1lim

0

0









xSgn

xSgn

x

x 

 ٞس ٍرذق   ٗ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج .سط اىصاىس غٗ ٍبْٚ ذىل أُ اىش

 

 :The Properties Of The Continuity)خىاص ألاستمراريت )

  ٍِ إذا ماّد موf   ٗg  : ُداىح ٍضرَسج فا 

 ر   x0دٞس أُ     f / gمرىل اىذاه ىيداىح   x0دٗاه ٍضرَسج  عْد اىْقنح   f+g   f-g   f.g  -أ

 ذضاٗٛ طفس.

 د ٍضرَسج عيٚ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح.مو ٍربددج ددٗ -ب

 مو داىح شاترح  ٍضرَسج عيٚ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح. -ج

 

 ماّد  إذاf   داىح ٍضرَسج عْد اىْقنحa          ٗ  axg
ax




lim : ُفا 

      afxgfxgf
axax




)lim(lim   

 

مجمىعت تماريه مع حلها                                          
 

 احسة غاياث كل مه الدوال الآتيت إن وجدث : -أ

 

  
2
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4

2
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 x
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1
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  


,5,5lim
4

f
x

Dx 6- 

 -الحــــــل:

1. 
2

lim
 x

x

x
 

       

2

1

)2(

lim




x

x

x
=  

   تَا أُ دزجح اىثضظ أعيٚ ٍِ دزجح اىَقاً  ٕرا ٝؤدٛ إىٚ أُ اىْاذج ٍضاٗٛ إىٚ 

     2.    
4

2
lim

30 



 x

x

x
 

 تَا أُ اىْقنح ر ذجبو اىَقاً طفس ٝرٌ اىرب٘ٝض ٍثاشسج:

           
2

1

4

2

40

20
3





  

     

     3.    
43

1
lim

xx
 

 تَا أُ اىْقنح ر ذجبو اىَقاً طفس ٝرٌ اىرب٘ٝض ٍثاشسج:

            
81

1

3

1
4
  

 

       4.   
xx

3
lim

1
 

 تَا أُ اىْقنح ر ذجبو اىَقاً طفس ٝرٌ اىرب٘ٝض ٍثاشسج:

         C
1

3
    

 ٚ ٍجَ٘عح أمثس ٍِ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح.ٕرٓ اىْرٞجح ذَٖو لأّٖا ذْرَٜ إى
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       5.   
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1
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 ٗ ٕرا ٝؤدٛ إىٚ أُ اىغاٝح غٞس ٍ٘ج٘دج.  

      6.    


,5,5lim
4

f
x

Dx  

   اىرب٘ٝض اىَثاشسإذا ماّد ّقنح اىغاٝح ٍ٘ج٘دج دا و ٍجاه أىداىٔ  ٝرٌ إٝجاد غاٝرٖا عِ طسٝ

 

            C 954  

 ٕرٓ اىْرٞجح ذَٖو لأّٖا ذْرَٜ إىٚ ٍجَ٘عح أمثس ٍِ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح.

 

 اختبر استمراريت الدوال المعطاة في  )أ( .    -ب

 

 -الحــــل:

 
2

)(



x

x
xf  

  ٝجة أُ ّذق  اىشسٗط اىداىح ر رثاز اصرَسازٝح

1. Df = [2,),  [2,) 

                                        2.   
 2

lim
x

x

x
 

                                         3.    f() = 














22
 

 ٗ ٕرٓ مَٞح غٞس ٍبسفح  أٛ أُ اىداىح غٞس ٍضرَسج.

 
4

2
)(

3 




x

x
xf  

 Df = ),4[3  . 

 اىداىح غٞس ٍضرَسج لأُ اىَجاه أمثس ٍِ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح.

     
4

1
)(

x
xf    

 Df = R \ {0}, 3 R \ {0} 

 
43

1
lim

xx
=

81

1

3

1
4
  

 
81

1

3

1
)3(

4
f  
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 
43

1
lim

xx
= f(3) 

 اىداىح ٍضرَسج ىرذق  اىشسٗط.

 
x

xf
3

)(   

 Df = R \ {0}, - 1  R \ {0} 

 
xx

3
lim

1
= 

1

3


 

اىداىح غٞس ٍضرَسج لأُ 
1

3


 ذْرَٜ إىٚ ٍجَ٘عح أمثس ٍِ ٍجَ٘عح الأعداد اىذقٞقٞح. 

 
40

1
lim

xx
 

                                                    1. Df = R \ {0}, 0 R \ {0} 

 

 اىداىح غٞس ٍضرَسج ىبدً ذذق  اىشسط الأٗه.

    


,54,,5,5lim
4

f
x

Dx  

 اىداىح غٞس ٍضرَسج ىبدً ذذق  اىشسط الأٗه.

 

 مجمىعت تدريباث للطلاب

 

 ادضة غاٝاخ مو ٍِ اىدٗاه اٟذٞح إُ ٗجدخ : -أ

1-
xx

1
lim


  

2-  
30

1
lim

xx
 

 

   
 43 3

4
lim

 xx
3- 

 
1

2
lim

1  xx
  4- 

 

   
2

1
lim

240  xxx
 5- 

 

  


,4,4lim
4

f
x

Dx  6- 

 .  )أ(ا رثس اصرَسازٝح اىدٗاه اىَبناج فٜ     -ب
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 أنــــــــذوال أنخــــــــاصـــــة
 

 

 ): Special FunctionsTheانخاصة ) أنــــذوال

ً  …فِ ىذا ألفصل طنتطزق إلىَ ألىاًاأ ألصة ىك ًمىل تىة ّتؼسىك  زطىيية   لْييىة    ٌا ىية   
 أًلا. اليثسثْك  ألسٌغةرتيْو   ألأطْو. طنباأ  اراطك  اليثسثْك. ىذه ألاًاأ  ىِ مْفْك التؼةتل تؼية

 

 ): Trigonometric FunctionsTheانًثهثية ) أنــــذوال
 ألاًاأ ألصة ك ً تكتب ػسَ النذٌ آتِ: إداٍ

  sin دالك ألجْب   :     -أ

  cos دالك ألجْب تيةم  :   -ب

     tanدالك ألظل  :  -ج

  cot دالك الظل تيةم  :   -د

  sec دالك المةغغ  :    -ك

 csc   دالك المةغغ تيةم : -ل

    

 

اليزطٌم دا ل دائىز  ػسىَ النذىٌ ىذه الاًاأ لية لٌانْن ً  ٌاص نةتجك ػن اليثسث المةئم الشاًّك 

 آتِ :  

 

 

 
 

sin  = y / r    y = r sin  

cos  = x / r    x = r cos  

tan  = y /  x  tan  =  sin   / cos  

cot  = x / y  cot   =  cos  / sin  

sec  = r / x  sec   =  1 / cos  

csc  = r / y  csc   = 1 / sin  
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 :يلاحـــــــظه 

 نزٍ أن  نصف المطز  فِ دائز  الٌدا  ّظةًُ ًادا أُ  أن :

y = sin   ,  x = cos      r  = 1 

 نظتنتج أن تؼةدلك  دائز   الٌدا   ىِ  

x
2
  + y

2
 = 1    sin

2  + cos
2  = 1 

  

ية فىىِ الكثْىىز تىىن ؼيسجىىاا ً طنظىىت ىةتىىودْىىث ّكىىٌن تزمىىش الىىاائز  نمطىىك الأ ىىل . ىىىذه  الؼ لىىك 

 ؼىط لىْم الىاًاأ أليثسثْىو ً نىزٍ اللىكل الؼىةم ىنة طنأ ذ التِ تصص الاًاأ أليثسثْو .    تالؼ لة

 تن   لية.

 

 

 

  ةلإتكةن رطم الاًاأ ػسَ النذٌ آتِ :       

              

 
 

 

y = sin x           Dsin x = R        Rsin x = [– 1 , 1 ] 

 

 

 

 

 

 

 

 

360 270 180 90 60 45 30 0 Degrees 

2 3 / 2    / 2   / 3   / 4    / 6  0 Radians 

0  1- 0 1 2/3 2/1 1 / 2 0 sin 

1 0 - 1 0 1/ 2 2/1 2/3 1 cos 
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y = cos x           Dcos x = R        Rcos x = [– 1 , 1 ] 

 

  أُ  أن   2   – 2 ؼىا   تتكىزر   تيىةم  ً ألجْىب  تن ألزطم الظة ك ّتبْن لنىة أن دًاأ  ألجْىب 

 :ألزطم  ّتكزر تزه  أ زٍ  لأن 

 

sin(x + 2) = sin x                    cos(x + 2) = cos x 

sin(x + 4) = sin x                    cos(x + 4) = cos x 

 

 ّاػَ ىذا النٌع تن الاًاأ  ةلاًاأ ألاًرّو ً ّؼزف ػسَ النذٌ آتِ :

 

 (:sThe Periodic Functionأنذوال أنذوريه )

 إذا دممت ألؼ لك ألتةلْو :دالو دًرّو  fتاػَ 

f( x + 2n) = f(x) ,         n = 0,  1,  2,     

 مية فِ اليثةأ  أٓتِ :

 ,  n  Isin(x + 2n) = sin x                    cos(x + 2n) = cos x 

 يلاحظــــــــــــه :

       مية ّتبْن تن ألزطم آتِ :  yةظز  دٌأ تذٌر دالك ألجْب تيةم تيثل دالو سًجْو لأنية تتن

  
cos  =  x / r,          cos (–  ) = x / r 

 

  ْنية  تيثل دالك الجْب دالو فزدّو ًفمة لسزطم نفظو ً ػسَ النذٌ آتِ : 
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sin  = y / r ,     sin (–   ) =  – y / r 

  أتىة  دًاأ ألظىل  ألظىل تيىةم   ألمىةغغ تيىةم فتيثىل دًاأ المىةغغ دالىو سًجْىو كفِ دْن تيثىل دالى 

  فزدّو. 

 

 علاقات انذوال أنًثهثيه:

 :ذمزنة الؼ لك أليةتو

                                     sin
2 + cos

2 = 1 

   دْث  ةلإتكةن أن نظتنتج تنية الؼ لةت أٓتْو:فْية طبك    

 

 ػسَ تز غ الجْب تيةم لنظتنتج :  دلونمظم أليؼة  -أ

 
2
 xtan

2
 x + 1 = sec 

  : ػسَ تز غ الجْب لنظتنتج نمظم أليؼةدلو  -ب

1 + cot
2
 x = csc

2
 x  

مذلك  ةلإتكةن الذصٌأ ػسَ الؼ لةت أٓتْو:   

 

sin( x  y) = sin x cos y  cos x sin y                                                         -ج 

  sin 2 x = 2 sin x cos x  

cos ( x  y ) = cos x cos y   sin x sin y                                                     -و 

  cos 2 x  = cos
2
 x  sin

2
 x ل-                                                                          

   

    cos 2 x  = 2 cos
2
 x  1     or        cos 2 x  = 1  2 sin

2
 x                         -ك 

   tan ( x  y ) =  ( tan x  tan y ) /  (1  tan x tan y )                                 و-  

 

 يلاحــــــــــظه:

اأ الجْب ً الجْب تيةم  ليؼزفك لْم  ؼط ّيكن الاطتفةد  تن لٌانْن الجيغ ً الطزح إلَ دً

 الشًاّة فيث  :

 3 / 2    إذا أظْفت إلَ الشاًّك إداٍ الشاًّتْن   -أ     / 2 ً أ  

 

النذٌ آتِ :   ػسَ  ذْخ تمسب دالك  الجْب  إلَ دالك الجْب تيةم ًالؼكض  

 

1-  sin [(  / 2 ) + x ] = sin  / 2  cos x + cos  / 2  sin x = cos x (2 ػنا الز غ) 

2-  sin [(3 /2) +x] = sin 3 /2 cos x + cos 3 /2 sin x =  cos x (4 ػنا الز غ) 

3- sin [(  / 2 )  x ] = sin  / 2  cos x  cos  / 2  sin x = cos x (1  ػنا الز غ) 

4- sin [(3 /2) x] = sin 3 /2 cos x cos 3 /2 sin x =  cos x (3 نا الز غ ػ ) 

5- cos [(  / 2 ) + x ] = cos / 2  cos x sin  / 2  sin x = sin x (2 ػنا الز غ) 

6-  cos [(  / 2 )  x ] = cos  / 2 cos x+ sin  / 2  sin x = sin x (1  ػنا الز غ)  

7- cos [(3 /2) +x] = cos 3 /2 cos x  sin 3 /2 sin x =  sin x (4 ػنا الز غ) 

8- cos [(3 /2)  x] = cos 3 /2 cos x +sin 3 /2 sin x =  sin x (3 ػنا الز غ) 

 

                                             2   أً      إذا أظْفت إلَ الشاًّك إداٍ الشاًّتْن     -ب  

 

ٓتِ :مية ىِ تغ تزاػة  الاشةره ً ػسَ النذٌ اتبمَ ألاالو   
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1- sin(  + x ) =  sin  cos x + sin x cos  =   sin x (   3)ػنا الز غ  

2- sin( 2 + x ) =  sin 2 cos x + sin x cos 2 =   sin x (    1)ػنا الز غ  

3- sin(   x ) =  sin  cos x sin x cos  =  sin x ( 2)ػنا الز غ    

4- sin( 2  x ) =  sin 2 cos x sin x cos 2 =   sin x (    4)ػنا الز غ  

5- cos( 2 + x ) =  cos 2 cos x sin x sin 2 =   cos x (    1)ػنا الز غ  

6- cos( x ) =  cos  cos x+ sin x sin  =   cos x (    2)ػنا الز غ  

7- cos( 2   x ) =  cos 2 cos x+ sin x sin 2 =   cos x (    4)ػنا الز غ  

8- cos(+ x ) =  cos  cos x sin x sin  =   cos x (    3)ػنا الز غ  

 

 إزاحة تيانات انذوال أنًثهثيه:

, 2) ًىِ تيثل دًرتْن لغزض     فِ ىذا الفصل طنمسص تجةأ الاًاأ أليثسثْو إلَ الفتزه )     

:ًنعْف آتِ إلَ تة طبك ذمزه تن لٌانْن فِ الفصل الثةنِرطم ألاالو   

 

ّك  ؼاد فةن ألاالو تعغػ أً تظذب إلَ الجةنب  ةلاػتيةد ػسَ لْيك الؼاد .أذا ظز ت الشاً   -أ  

الأػسَ ً الأطفل   ةلاػتيةد ػسَ  نألاالو  ؼاد فةن ألاالو تعغػ أً تظذب ت ٍأذا ظزب تا  -ب

  لْيك الؼاد .

 

 يعكىس انذوال أنًثهثيه:

لا ّيثل  دالو   مية ً أن  الاًاأ أليثسثْو  صٌره ػةتو غْز تتمة سك لذا فةن تؼكٌص مل تنية  

 جيْغ الاًاأ أليثسثْو دًرّو أُ تكزر نفظية  ؼا دًره أً دًرتْن  فإذا لصزنة مل تن ىذه الاًاأ

ػسَ تنطسك تؼْن لٌجانة أن الاًاأ اليمصٌر  تتمة سك ً تؼكٌص مل تنية ّيثل دالو تظتذك 

 الاراطك.

 

 أنذانه انًتقاتهة :

ا دممت اللزغ آتِ :تاػَ ألاالو تتمة سك إذا ًفمػ إذ  

f: X  Y    y = f(x)              f
 – 1 

: Y  X    x = f 
– 1 

( y) 

 

:يعكىس دانة انجية  -أ  

دالك الجْب مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  ًػسَ  تؼكٌص  أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ

 النذٌ آتِ: 

y = sin x  ,  sin : [  / 2 ,  / 2]   [ 1 , 1 ] 

sin
 – 1 

y = x       / 2  sin
 – 1 

y   / 2  

Rsin 
– 1 

 = [  / 2 ,  / 2]   

 1  y  1   Dsin
 – 1

 = 
 
[ 1 , 1 ] 

sin
 – 1 

y : [ 1 , 1 ]  [  / 2 ,  / 2]   

y = sin x  x =  sin
 – 1 

y    x  [  / 2 ,  / 2]   

 يلاحظــــــات:

sin
 – 1 

y    1 / sin y   - أ 

تؼكٌص دالك الجْب دالو فزدّو دْث أن: -ب  

sin
 – 1 

y   =   sin
 – 1 

y    
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 ّتعخ ذلك فِ اليثةأ آتِ:

sin
 – 1

(1 ) =    / 2  ,   sin
 – 1

(1 ) =    / 2    

  sin
 – 1

(1 ) =   sin
 – 1

(1 )     
: تًاو يعكىس دانة انجية -ب  

ص  دالك الجْب تيةم  مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ تؼكٌ

 ًػسَ النذٌ آتِ: 
 

y = cos x  ,  cos: [0 , ]   [ 1 , 1 ] 

cos
 – 1 

y = x     0   cos
 – 1 

y    

Rcos 
– 1 

 = [0 , ]   

 1  y  1   Dcos
 – 1

 = 
 
[ 1 , 1 ] 

cos
– 1 

y : [ 1 , 1 ]  [0 , ]   

y = cos x  x =  cos
 – 1 

y    x  [0 , ]   

 

 يلاحظــــــات:

الجْب تيةم دالو لا فزدّو ً لا سًجْو لأنية تأ ذ لْم تن جيك ًاداه تن جيةت تؼكٌص دالك  -أ

مية ّتعخ  فِ اليثةأ آتِ:اليذٌر    

 

cos
– 1

( 1 ) = ,   cos
– 1

(1 ) = 0 

   -ب

cos
 – 1

(  y)   =    cos
 – 1 

y    

 

انظم : عكىس دانةي -ج  

الظل  مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  ًػسَ  أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ تؼكٌص  دالك

 النذٌ آتِ: 

y = tan x  ,  tan: [  / 2 ,  / 2]   R 

tan
– 1 

y = x       / 2  tan
 – 1 

y   / 2 

Rtan 
– 1 

 = [  / 2 ,  / 2]   

y  R   Dtan
 – 1

 = R 

tan
– 1 

y : R  [  / 2 ,  / 2]   

y = tan x  x =  tan
 – 1 

y    x  [  / 2 ,  / 2]    

 يلاحظــــــه:

الظل دالو فزدّو  مية ّتعخ  فِ اليثةأ آتِ:تؼكٌص دالك   

tan
 – 1

(1 ) =    / 4  ,   tan
 – 1

(1 ) =    / 4   

  tan
 – 1

(1 ) =   tan
 – 1

(1 )   

انظم تًاو: س دانةيعكى -د     
أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ تؼكٌص  دالك الظل تيةم  مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  

 ًػسَ النذٌ آتِ: 
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 y = cot x  ,  cot: [0 , ]    R   

 

cot 
– 1 

y = x     0  cot 
 – 1 

y    

Rcot 
– 1 

 = [0 , ]   

y  R  Dcot
– 1

 = R   

Cot 
– 1 

y : R  [0 , ]   

y = cot x  x =  cot
 – 1 

y    x  [0 , ]  

 يلاحظــــــه:    

 تية طبك ّتبْن لنة أن :

cot
 – 1 

y   =  ( / 2)  tan
 – 1 

y    

انقاطع:  يعكىس دانة -ك  

أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ تؼكٌص  دالك المةغغ  مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  

ِ: ًػسَ النذٌ آت  
 

 

 

y = sec x  ,  sec : [0 , ] \ { / 2  }  R \  ( 1 , 1 ) 

sec
 – 1 

y = x     sec 
– 1 

y [0 , ] \ { / 2 } 

Rsec 
– 1 

 = [0 , ] \ { / 2  } 

y  R \  ( 1 , 1 )   Dsec
 – 1

 = 
 
R \  ( 1 , 1 )  

sec
 – 1 

y : R \  ( 1 , 1 )  [0 , ] \ { / 2 } 

y = sec x  x =  sec
 – 1 

y    x  [0 , ] \ { / 2 } 

انقاطع تًاو:  يعكىس دانة -ل  

أًلا ّجب تذاّا تاٍ ً تجةأ تؼكٌص  دالك المةغغ تيةم  مِ تكٌن ىذه ألاالو تٌجٌد  ً تؼزفك  

 ًػسَ النذٌ آتِ: 
 

 

y = csc x  ,  csc : [  / 2 ,  / 2]\ {0  }  R \  ( 1 , 1 ) 

csc
 – 1 

y = x     csc 
– 1 

y [  / 2 ,  / 2]\ {0 } 

Rcsc 
– 1 

 = [  / 2 ,  / 2]\ {0 } 

y  R \  ( 1 , 1 )   Dcsc
 – 1

 = 
 
R \  ( 1 , 1 )  

csc
 – 1 

y : R \  ( 1 , 1 )  [  / 2 ,  / 2]\ {0 } 

y = csc x  x =  csc
 – 1 

y    x  [  / 2 ,  / 2]\ {0 } 

 

 

:(The logarithm Function (أنذانه أنهىغارتًيه 

ػسَ النذٌ آتِ :  مدالك السٌغةرّت تكتب   
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Loga
u
 = Ln u / Ln a ,  a > 0 ,  a  1 

تيثل أص السٌغةرّتم   u دْث   

تيثل أطةص ألسٌغةرّتم     a 

تم  ألطبْؼِ ً الذُ نذن  صاد دراطتو آن فتكتب ألاالو ػسَ النذٌ أتة فْية ّصتص  ةلسٌغةرّ

  :آتِ

Ln u  

تيثل أص السٌغةرّتم  ْنية اثنةن  تيثل أطةص ألسٌغةرّتم ً ىـٌػاد ثة ت لاّتغْز    u دْث   

Ln: ( 0, )  R 

مذلك  الذةأ  ةلنظبك لاالك    ( 0, )    أُ أن تاٍ ألاالو ىـٌ تجيٌػك الأػااد الذمْمْو ً تجةلية  

 السٌغةرّتم .

 خىاص دانة انهىغاريتى انطثيعي:

1- Ln x y = Ln x +  Ln y 

2- Ln x / y = Ln x  Ln y 

3- Ln 1 / x =   Ln x 

4- Ln x
a
 = a Ln x 

 رسى دانة انهىغاريتى انطثيعي:

: تية طبك ّتبْن لنة أن  

Ln 1 = 0  

 ً  نةءا ػسْو فةن رطم ألاالو ّكٌن ػسَ النذٌ آتِ :

  
:(The Exponential Function( أنذانه ألأسيه  

 تكتب الاالك ألأطْو  ػسَ النذٌ آتِ:

e
x
 = exp ( x) ,  x  is a real  number 

e: R  ( 0, ) 

ً تجةلية ىـٌ تجيٌػك الأػااد الذمْمْو.  ( 0, ) أُ أن تاٍ ألاالو ىـٌ   
 خىاص أنذانه ألأسيه :

 e = 2.712 

1- e
0
 = 1 

2- e 
x
1

 + x
2=  e

x
1 . e

x
2     

3- e
 – x 

 = 
xe

1
 



 40 

4- 
y

x
yx

e

e
e  ,     5- e 

Ln x
 = x = Ln e

x
 

 رسى أنذانه ألأسيه :

  نةءا ػسَ تة طبك  ةلإتكةن رطم ألاالو ػسَ النذٌ آتِ :

 
 يلاحظــــــات:

ألأطْو تٌجبو دائية ً لا تظةًُ  فز أ اا ألاالو   -أ  

سٌغىةرّتم الطبْؼىِ ميىة ىىـٌ ّتبىْن لنىة أن ألاالىو ألأطىْو تؼكىٌص دالىك ال لصةتظىكاتن الصة ْك  -ب

 تبْن فِ الزطم آتِ :  

   
e

x
 = Ln

 – 1 
x 

 

 يجًىعة تًارين يع حهها

  

 استخذو علاقات انذوال انًثهثية لإيجاد كم ين انذوال انتانية: -(١)

 

cos(2 - 5), cot(4 - 3),  sin( 2
2

3 


), sec
2
 3x, tan

2
 2. 

 -انحـــــم:
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 cos(2 - 5) 

= cos 2  cos 5 + sin 2  sin5 

= 1. cos 5 + 0 . sin5 

= cos 5 

 

 cot(4 - 3) 

 

= 
)34sin(

)34cos(








 

 

=
4cos3sin3cos4sin

3sin4sin3cos4cos








 

 

=
4cos3sin3cos4sin

4sin

3sin4sin3cos4cos









 

 

=
4cos3sin3cos4sin

4sin

3sin4sin

4sin

3cos4cos









 

 

=
4cos3sin3cos4sin

3sin3cos4cot








 

 

=
4cos3sin3cos4sin

3cos

3sin3cos4cot










 

 

=
4cos3sin3cos4sin

3cos

3sin

3cos

3cos4cot














 

 

=







3cos4sin

4cos3sin3cos4sin

3tan4cot




 

 

=











3cos4sin

4cos3sin

3cos4sin

3cos4sin

3tan4cot




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=
4cot3tan1

3tan4cot








 

 

 sin( 2
2

3 


) 

= sin 
2

3


 cos 2 – sin 2 cos 
2

3


 

= – 1. cos 2 – sin 2.0 

= – cos 2 

 

 sec
2
 3x 

 

= tan
2
3x + 1 

= 1)
3cos

3sin
( 2 

x

x
 

= 1)
)2cos(

)2sin(
( 2 





xx

xx
 

= 1)
2sinsin2coscos

cos2sin2cossin
( 2 





xxxx

xxxx
 

 

 tan
2
 2 

= 2)
2cos

2sin
(




  

= 0  

 

 ارسى انذوال انتانية:  -(٢)

 

Ln(x+2), e
x
 + 2, cos y + 3, sin y – 2. 

 

 -انحـــــم:

 Ln(x+2) 
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 e
x
 + 2 

 
 

 cos y + 3 
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 sin y – 2  
 

 

 

 

 

 

 
 

جذ يعكىس انذوال انتانية: -(٣)  

 
tan(-2), tan 4, csc 3, sec(-1) 

 -انحـــم:

 tan(-2) 

2
)2(tan

2

1 
 

 

 لا ٌّجا تؼكٌص ليذه الاالك  2 نو لا تٌجا دالك  ْن ىذه الاًاأ ظسية ّظةًُ  ية أ

 tan 4 

 لا ٌّجا تؼكٌص ليذه الاالك  4 ية أنو لا تٌجا دالك  ْن ىذه الاًاأ ظسية ّظةًُ 

 csc 3 
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03csc,
2

3csc
2

11   
 

 لا ٌّجا تؼكٌص ليذه الاالك  3ه الاًاأ لةغغ تيةم لية ّظةًُ  ية أنو لا تٌجا دالك  ْن ىذ

 sec(-1) 

 y = sec
-1

 (-1) 

 y =  

 

 

 يجًىعة تذريثات نهطلاب

 
 أًجا مل تن ألاًاأ أٓتْو  ةطتصاام  ػ لةت ألاًاأ أليثسثْو : -(۱(

 sin(  +3 ),  tan (3 x  2 y ),  cos [(  / 2 ) + 1 ] ,  sin( 2  4 ), csc
2
3                           

cot
2
 2x, cos( 2  5 ) 

 أٓتْو : ألاًاأ ارطم  -(۲ (

sin(x +  2 ),  cos [x  –  (3 /2)], Ln (x – 1) ,  Ln x – 2 

e
x – 2 

, e
x
 + 1, Ln x

2
 

 ( أًجا أليؼكٌص لكل تية ّأتِ :  -(۳

cos (  2), cot
  
4 , Ln

 
0, e

 1
.   
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 The Differentiationتقاق ألاشــــــــ
 

 

 

           y=f(x)ٌرىٓ    

 

 
 

 ٔلاحظ ِٓ اٌسظُ أعلاٖ أْ ٌىً ٔمطح ٠ٛظد ِعرم١ُ ِّاض ٚح١د  

    
 

 ٔمطح أخسٜ D x, f(x1 +D x)) B(x1 + ٔمطح شاترح عٍٝ إٌّحٕٟ ٚ ٌرىٓ  A(x1,f(x1))ٌرىٓ 

  ع١ٍٗ

Dy= y=f(x1 + D x) – f(x1) =f(x1+  x) – f(x1) 

 :ABع١ٍٗ ٠ىْٛ ١ًِ اٌماؽع   ٚتٕاءا

   
x

xfxxf

x

y
M









 11sec 
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أوصس فأوصس وٍّا   ٠Aثدأ تالأطثاق عٍٝ اٌّعرم١ُ اٌّّاض عٕد إٌمطح  AB ُلاحظ أْ اٌّعرم١

 ١ٌّAً اٌّّاض عٕد ٔمطح   ا٠ٚاظ١ظثح ِع ١ِABً اٌّعرم١ُ   ، أٞ أْ  xذٕالض ؽٛي  

 .  A، عٍّا أْ ١ًِ اٌّّاض ٠ّصً ِشرمح اٌداٌح عٕد ٔمطح  ِٓ اٌظفس  xوٍّا الرستد 

 ٠ّٚىٓ وراترٙا عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ :

   
x

xfxxf

x

y
MgentM

x

xx















11

0

00

lim

limseclimtan

 

 ّشرمح عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ:ٚتالإِىاْ ذعس٠ف اٌ

 
   

y
dx

dy

x

xfxxf
xf

x







 0
lim 

  

ٚ عٕىىدِا ذىىىْٛ ل١ّىىح  ا٠رٙىىا ِٛظىىٛ ج  (differentiable)ٌلاشىىرماق  تّعٕىىٝ أْ اٌداٌىىح ذىىىْٛ لاتٍىىح

 .x1 (The derivative of  f at  x1) ِشرمرٙا عٕد 'fذدعٝ 

 

 :(Example) مثــــــال

============= 

   ظد ِشرمح اٌداٌح أ٢ذ١ٗ تاظرخداَ اٌرعس٠ف :

f(x) = 4x – 2 

 ـــــــــــم:انحــــــــ
 ــــــــــــــــــــــــــ

 
   

     

 
   

44lim
4

lim

22444
lim

2424
lim

24,24

lim

00

0

0

0
































xx

x

x

x

x

x

x

xxx

x

xxx
xf

xxfxxxxf

x

xfxxf
xfy

  

 

  

 ( The Vertical Line):أنمستقيم انعمىد
٠دعٝ اٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٍٝ اٌّعرم١ُ اٌّّاض ٌّٕحٕٟ عٕد ٔمطح اٌرّاض تاٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٍٝ 

 إٌّحٕٟ عٕد ذٍه إٌمطح.

M= – 1 /  M tangent 

 



 - 16 - 

 
 

 (Example):مثـــــــــــال

=============== 

 ٌٍّٕحٕٟ ا٢ذٟ: (4,2)ظد ِعا ٌح اٌّعرم١ُ اٌّّاض ٚ اٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٕد إٌمطح 

  xxf  

 أنحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــ

     

 

 

  4

1

42

1

2

1
lim

lim

lim

2,4

0

0

0

2,42,4tan
































M

xxxxx

xxx

xxx

xxx

x

xxx

x

xxx
xf

xfM

x

x

x

 

 

 ِعا ٌح اٌّّاض 

y – y1 =Mtan(x – x1) 

y – 2 =(1 / 4)( x – 4) 

y =(1 / 4) x+ 1 

 ً أٌعّٛ  ِث

M= – 1 / Mtan 

M= – 1 / (1 / 4)= – 4  

y – y1= M(x – x1) 

y – 2 = –  4 (x – 4 ) 

  ِعا ٌح اٌعّٛ 

y= – 4x +18 
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 ملاحظــــــــــت:

فٟٙ ِعرّسج عٕد ذٍه إٌمطح ٌىٓ اٌعىط  ١س   x0لاتٍح ٌلاشرماق عٕد إٌمطح  fإذا وأد اٌداٌح 

 طح١ح .

 

 (Example):مثـــــــــــال

=============== 

   f( x ) =  x          ،x0 = 0ٌرىٓ           

 أنحـــــــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــــ

f(x +  x) = x + x  

 

 

 






























































LL

x

x
L

x

x
L

x

x

x

x

x

x
f

x

xxx
xf

xifx

xifx
x

x

x

x

x

x

x

1lim

1lim

lim

0
lim

00
lim0

lim

0

0

0

0

0

0

0

0

 

 .  x0 = 0أٌغا٠ح  ١س ِٛظٛ ج ، تّعٕٝ أْ اٌداٌح  ١س لاتٍح ٌلاشرماق عٕد  

 

 :operties Of The Differentiation)(The Prخىاص الاشــــــتقاق 
 

  ٌٓرى f(x) = c   ٚ  ،c    ِْمداز شاتد ، فاf'(x) = 0. 

 (c f(x))'= c f'(x). 

   ٌٓرىg(x),  f(x)   عٕد   ٚاي لاتٍح ٌلاشرماقx :  ْفا ، 

(f  g)'(x) = f'(x)  g'(x) 

 ِٓ اٌدٚاي عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ:  nٚ تالإِىاْ ذع١ُّ ٘رٖ اٌخاط١ح إٌٝ 

(f1  f2   fn)'(x) = f1'(x)  f2'(x) fn'(x) 

  ٌٓرىn : ْعد  طح١ح  ِٛظة ، فا 

(d / dx) x
n
 = n x

n – 1
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 ذىْٛ     x  0ورٌه اٌحاي عٕدِا  

(d / dx) x
- n

 = – n x
- n  –  1

 

   ٌٓرىg(x),  f(x)   عٕد   ٚاي لاتٍح ٌلاشرماقx :  ْفا ، 

(f.g)'(x) =  f(x). g'(x) + g(x). f'(x) 

 

 فاْ :   x  h(x), g(x),  f(x)عٕد  لاتٍح ٌلاشرماق أِا عٕدِا ذىْٛ ٕ٘ان شلاز  ٚاي 

 

(f.g.h)'(x) = (f.g)(x). h'(x) + h(x). (f.g)'(x) 

 

   ٌٓرىg(x),  f(x) عٕد   ٚاي لاتٍح ٌلاشرماقx    ْتح١س أg(x)  0 :  ْفا ، 

 
       

  2xg

xgxfxfxg
x

g

f 












 

 

 :The Chain Rule)(قاوىن انسهسهت 

   y = 3. x – 1ٌٕأخر اٌّصاي ا٢ذٟ : ٔفرسع أْ ظعّا ٠رحسن عٍٝ ؽٛي اٌخؾ  

 dy/dt احعة . x = 2 . t  ٚفما ٌٍّعا ٌح tعٕد اٌصِٓ   xتطس٠مح ذععً ألأحداشٟ 
 

 أنحـــــــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــــــ

١ٌط تالإِىاْ اشرمالٙا ٌىٓ   xٌرا ٠ّىٓ اشرمالٙا ٔعثح إٌٝ   xإٌٝ   اٌح  yلاحظ ٕ٘ا أْ   

ٔعىثح  xأٞ ِىٓ اٌّّىىٓ اشىرماق  t٘ىٟ الأخىسٜ  اٌىح إٌىٝ   xِثاشسج . ٌٚىٓ  tٔعثح إٌٝ 

 اٌح  yٚترٌه ذظثح  tتّا ٠عا٠ٚٙا تإٌعثح إٌٝ  xٕٚ٘ا ٔعرط١ع اٌرع٠ٛغ عٓ ل١ّح  tإٌٝ 

 ٚ عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ : tإٌٝ 

y=3. x – 1  y= 3.(2. t) – 1  y= 6. t – 1 ( dy / dt ) = 6 

 

 ٚ ٔعرٕرط ِٓ ٘را أْ :  =2 ,  ( dy / dx )=( dx / dt ) 6لاحظ  أْ 

( dy / dt ) = 6 = 3 . 2 = ( dy / dx ). ( dx / dt ) 

 

 :أْ  فرٌه ٠ؤ ٞ إٌٝ  x = g(t) ,  y = f(x)تّعٕٝ أٔٗ عٕدِا ذىْٛ  

( dy / dt ) =( dy / dx ). ( dx / dt ) 

 

 قاعذة انسهسهت:             

 فئذا وأد    g(x) اٌح لاتٍح ٌلاشرماق عٕد    x   ٚf اٌح لاتٍح ٌلاشرماق عٕد  gإذا وأد              

             h= fog   ْفاh    اٌح لاتٍح ٌلاشرماق عٕد x  :ٟ٘ ِشرمرٙا ٚ 

h'(x) = f'(g(x)). g'(x) 

 

 ملاحظــــــــــت:             

 فاْ :   حعد  طح١  nح١س   y=(f(x))تٍح ٌلاشرماق ٚ  اٌح لا  f وأدإذا               

(dy/dx) = n(f(x))
n – 1 

. f'(x)  
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  Differentiation) :(The Implicitالاشتقاق انضمىي

 ٌٕأخر اٌّصاي اٌراٌٟ :  

                                                                                              x
2
+ x.y+ y

5
= 0  

 ٠دعٝ ذٌه تالاشرماق اٌؼّٕٟ. x  إٌٕٝٚ٘ان  اٌح ػ١ّٕح   x  ٚyلاحظ أْ ٕ٘ان خٍؾ ت١ٓ 

 . x اٌح ػ١ّٕح إٌٝ   yتاعرثاز   xإٌٝ ٔشرك ػ١ّٕا 

 

2 . x .( dx / dx )+ [ x . ( dy / dx) + y. ( dx / dx ) ] + 5 . y
4
( dy / dx ) 

2. x + x . y'+ y +5. y
4
. y' = 0 

x. y' + 5. y
4
. y' = – 2. x – y   

   y'.( x + 5. y
4
)= – 2. x – y 

4.5

.2

yx

yx
y




 

 

 :(The Mean Value Theorem)مبرهىت انقيمت انىسطى 

د  ف١ٛظد عٍٝ الألىً عى (a,b)ٚلاتٍح ٌلاشرماق عٍٝ اٌفرسج   [a,b] اٌح ِعرّسج عٍٝ اٌفرسج  fٌرىٓ 

 تح١س أْ: cٚاحد ِصً 

 
   

ab

afbf
cf




 

 (The Rolles Theorem):مبرهىت رول 
 :. إذا واْ(a,b)ٚلاتٍح ٌلاشرماق عٍٝ اٌفرسج  [a,b] اٌح ِعرّسج عٍٝ اٌفرسج  fٌرىٓ 

) = 0 f(a) = f(b  ًف١ٛظد عٍٝ الألً عد  ٚاحد ِص .c :ْتح١س أ 

f'(c) = 0    ْأ ٚ(a,b)  c. 
 

 :0/0قاعذة نىهابيتال نهصيغت  
 فئذا وأد(  x0) زتّا عدا  x0إٌمطح  اٌح لاتٍح ٌلاشرماق  اخً ظٛاز   g,fٌرىٓ ولا ِٓ             

 g'(x0)  0        ًٌى x  واْ ٚ اخً ٘را اٌعٛازf(x0) = g(x0) = 0  ٚ  : 
   

 
 

 
 

 
 

k
xg

xf

xg

xf

k
xg

xf
and

xgxf

xxxx

xx

xxxx




















00

0

00

limlim

lim

0limlim

   

 عد  حم١مٟ . kح١س  

 

 ملاحظـــــاث:

ذٛظد لاعدج ِشاتٙح ذدعٝ لاعدج  ٚ ورٌه  x0 = لاعدج ٌٛ٘ات١راي  ٠ّىٓ ذطث١مٙا عٕدِا   -أ

وّا ٚ أْ اٌماعدذ١ٓ طح١حر١ٓ فٟ حاٌح إ٠عا  اٌغا٠ح ِٓ ا١ّ١ٌٓ أٚ  /ٌٛ٘ات١راي  ٌٍظ١غح  

 ا١ٌعاز.

f'(x0) = g'(x0) =      ٚ 0 وأد  إذا -ب    0limlim
00




xgxf
xxxx

                      

 ٔشرك ِسج أخسٜ أٞ أْ:
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 
 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xg

xf

xxxxxx 









 000

limlimlim 

 

 مظد تعٛاز إٌمطح أٞ فرسج ِفرٛحح ذحرٛٞ ذٍه إٌمطح . ٠ -ج

 

   , Derivatives):(The Second , Thirdأنمشتقاث انعهيا 

عٓ اٌّشرماخ  ِاذا .   dy/dxأٚ     f'(x)ٚ زِصٔا ٌٙا تاٌسِص مح الأٌٚٝ ٌٍداٌح  رٌمد عسفٕا اٌّش

 ِٚا ٠سِص ٌٙا :  f'(x)ذاخ  اٌّسذثح اٌع١ٍا ، ٌٕسٜ  ِشرمح 

f'(f'(x)) = f"(x) = d
2
y / dx

2
 

 

   
x

xfxxf

dx

yd

xx 




 0
2

2

lim 

 . ( Second Derivative)فٟ حاٌح ٚظٛ  اٌغا٠ح  f(x)ذدعٝ ٘رٖ تاٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌٍداٌح  

 
=[ d(dy / dx) ] / dx                                                                            d

2
y / dx

2   

dأٚ     '"f  (x)٠ّىٓ ذعس٠ف اٌّشرمح اٌصاٌصح  ٠ٚسِص ٌٙا  تاٌسِص ٚتٕفط اٌفىسج
3
y / dx

3   
ٚ ٘ىرا 

 ٌثم١ح اٌّشرماخ. أ٢ْ ٔأخر أٌّصاي أ٢ذٟ:

f(x) = y = 2.xإذا وأد         
3
+x

2
 ا١ٔح ٚ اٌصاٌصح.فأٚظد ولا ِٓ اٌّشرماخ الأٌٚٝ، أٌص   1 – 

 

y'= (dy / dx) = 6.x
2
 +2.x 

 

) = 12.x + 2                                                           y"=( d
2
y / dx

2
 

 

y"' =( d
3
y / dx

3
)=12               

 

 (The Increasing And Decreasing Functions):أنذوال أنمتزايذة و انمتىاقصت 

 (Increasing Function)  اٌح ِرصا٠دج  f، ذدعٝ [a,b] اٌح ِعسفح عٍٝ اٌفرسج اٌّغٍمح   fٌرىٓ 

 إذا واْ :      

                                                                   

 x1 , x2     a   x1  x2   b   f(x1) < f(x2)    

 

 لاحظ اٌّصاي ا٢ذٟ :

f(x) = x
3
  defined on the close  interval [ 1,4]. 

 (Decreasing Function)  اٌح ِرٕالظح  fٚ ذدعٝ 

 إذا واْ :      

                                                                   

 x1 , x2     a   x1  x2   b   f(x1)  f(x2)    

 

 لاحظ اٌّصاي ا٢ذٟ :

f(x) = -  x defined on the close  interval [ 1,4] 
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 (The Critical Point):انىقطت انحرجت 

، ذدعٝ إٌمطح  x0  [a,b]ٌٚرىٓ  ،[a,b] اٌح ِعسفح ِٚعرّسج عٍٝ اٌفرسج اٌّغٍمح   fٌرىٓ 

(x0,f(x0)) ٌٍداٌح  ٔمطح حسظحf   ِشرمح اٌداٌح الأٌٚٝ عٕد إذا وأدx0  ١س ِٛظٛ ج أٚ ِعا٠ٚح 

 ٌٍظفس.

 لاحظ اٌّصا١ٌٓ ا٢ذ١١ٓ :

 (1)  f(x) = x
2      f'(0) = 0   
 ٔمطح حسظح . (0,0)ٌرا فاْ إٌمطح    [1 , 1 - ]ٌّغٍمح ِعرّسج عٍٝ اٌفرسج ا اٌداٌح 

(2)  f(x) = x
  


                  f'(0)   ِ عسفح ١س 
 ٔمطح حسظح . (0,0)ٌرا فاْ إٌمطح    [1 , 1 - ]ِعرّسج عٍٝ اٌفرسج اٌّغٍمح  اٌداٌح 

 

 :اثملاحظــــــــــ

 اٌىح لاتٍىح   fوأىد  ٚإشىازج ِشىرمرٙا ، فىئذا ٕ٘اٌه علالح ت١ٓ وْٛ اٌداٌح ِرصا٠ىدج أٚ ِرٕالظىح (1)

 fفىىاْ   [a,b] اٌّغٍمىىح جفىىٟ اٌفرىس  xِٚعىرّسج ٌىىىً  (a,b)فىٟ اٌفرىىسج اٌّفرٛحىىح    xٌلاشىرماق ٌمىى١ُ 

 إذا وأد :  [a,b]ذىْٛ ِرصا٠دج عٍٝ اٌفرسج اٌّغٍمح 

f'(x) > 0  x   (a,b) 

 إذا وأد :  [a,b]ذىْٛ ِرٕالظح عٍٝ اٌفرسج اٌّغٍمح  

f'(x)  0  x   (a,b) 

 ٝ فرسج ِع١ٕح ٠عًٙ ع١ٍّح زظُ ِخطؾ  ذٍه اٌداٌح.ِعسفح وْٛ اٌداٌح ِرصا٠دج أٚ ِرٕالظح عٍ( 2)

 

 :(Example)مثــــــــال 

============== 

ِرصا٠ىىدج أٚ ِرٕالظىىح ، ِىىا ٘ىىٟ  إٌمىىاؽ اٌحسظىىح . ازظىىُ  fأٚظىىد  اٌفرىىساخ اٌرىىٟ  ذىىىْٛ ف١ٙىىا اٌداٌىىح 

 أد :ِخطؾ اٌداٌح. إذا و

f(x) = x
2
 – 2. x +5  

 انحــــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــــ

 f'(x) = 2. x – 2  

2. x – 2 > 0  x > 1 

2. x – 2  0  x < 1 

أِىا  إٌٔمطىح    (, 1 –)ِٚرٕالظىح عٕىد اٌفرىسج  (,1)أٞ تّعٕىٝ أْ أٌداٌىح ِرصا٠ىدج  عٕىد اٌفرىسج 

 ٠ىْٛ اٌّخطؾ عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ:  ع١ٍٗ ٚتٕاءا    f'(1) = 0ٚذٌه لأْ   x = 1 عٕد  اٌحسظح فٟٙ
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  Points) Maximum,Minimum:(The Locallyوانصغرىانمحهيت  انىهاياث انعظمى 

 إذا ٚظىدخ x0عٕىد  (Locally Maximum Point)ٌٙىا ٔٙا٠ىح عىّىٝ ِح١ٍىح   ٠fمىاي أْ أٌداٌىح 

  f. ٚ ٠مىاي أْ أٌداٌىح x  (c,d)ٌىىً      f(x0) f(x)تح١ىس أْ   x0 ذحرىٛٞ  (c,d)فرىسج ِفرٛحىح 
 (c,d)فرسج ِفرٛحح  إذا ٚظدخ x0عٕد  (Locally Minimum Point)ٌٙا ٔٙا٠ح طغسٜ ِح١ٍح 

فىٟ  fعٝ أوثىس ل١ّىح ذأخىر٘ا اٌداٌىح . ذىدx  (c,d)ٌىىً      f(x0) f(x)تح١ىس أْ   x0ذحرىٛٞ  

 اٌّطٍمح ٚألً ل١ّح ٌٙا تإٌٙا٠ح اٌظغسٜ اٌّطٍمح. تإٌٙا٠ح اٌعىّٝ  [ c, d ]اٌفرسج 

 

 
 ملاحظـــــــت:

 ٌٚٙا ٔٙا٠ح عىّٝ أٚ طغسٜ  ِح١ٍح فٟ إٌمطح   [a, b]عٍٝ اٌفرسج  اٌح ِعسفح    f(x) إذا وأد

x = c   ح١ىسc (a,b)  ٚوأىدf(x)   لاتٍىح ٌلاشىرماق عٕىدc   ْفىاf'(c) = 0  ١ىس ٚاٌعىىط 

 طح١ح . اٌّصاي ا٢ذٟ ٠ٛػح ذٌه.

f(x) = x
3
   f'(x) = 3. x

2
   f'(0) = 0 

 ١ٌعد ٔٙا٠ح عىّٝ أٚ طغسٜ ِح١ٍح لأْ اٌداٌح ِرصا٠دج ، أٞ أْ:  f(0)  0 =ٌٚىٓ

x1, x2  x1 < x2  x1
3
< x2

3
 

ة إٌٝ ٚ تشىً عاَ ٠ّىٓ اٌمٛي أْ إشازج اٌّشرمح الأٌٚٝ إذا ذغ١سخ حٛي إٌمطح اٌحسظح ِٓ ِٛظ

ظاٌة عٕد٘ا ذىْٛ إٌمطح ٔٙا٠ح عىّٝ أِا إذا ذغ١سخ ِٓ ظاٌة إٌىٝ ِٛظىة فرىىْٛ إٌمطىح ٔٙا٠ىح 

 طغسٜ ٚوّا ٘ٛ ِٛػح فٟ اٌّصاي ا٢ذٟ :

 :(Example)مثـــــال

============= 

 : ظد إٌماؽ اٌحسظح ٌٍداٌح

  10.3
3

2
3

 xx
x

xf 

 ِٚٓ شُ ع١ٓ إٌٙا٠اخ اٌعىّٝ ٚاٌظغسٜ ٌٙا.

 

 ــــــــــــــم:أنحــ

 ــــــــــــــــــــــــــ

f'(x) = x
2
– 2. x – 3   x

2
 – 2. x – 3 = 0  

                                        (x + 1).(x – 3 ) = 0 

                                        x =  – 1  x = 3 

 

 أٞ أْ ٕ٘اٌه ٔمطراْ حسظراْ إٌٝ أٌداٌح .
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  ِعسفح إٌٙا٠اخ اٌعىّٝ ٚ اٌظغسٜ ٔدزض إشازج اٌّشرمح الأٌٚٝ إٌٝ اٌداٌح.  ٌٕا  ١ٌٝرعٕ

 

 
 

 ٠رث١ٓ ٌٕا أْ إشازج اٌّشرمح ِٛظثح ٌع١ّع اٌم١ُ  اٌرٟ ذمع خازض  اٌفرسج اٌّغٍمح  أعلاٖ   ِٓ اٌسظُ 

اٌّشىرمح  أٞ تّعٕىٝ أْ (3 , 1–)ح اٌّفرٛحى جٌع١ّع اٌمى١ُ اٌرىٟ ذمىع   اخىً اٌفرىسٚظاٌثح  [3 , 1 –]

أشٕىاء حسورٙىا ِىٓ ا١ٌعىاز     x = – 1ِٓ ِٛظة إٌٝ ظاٌة عٕد ِسٚز٘ىا تإٌمطىح  ذرغ١س إشازذٙا 

 ، ٚذرغ١ىس  …f( - 1) = 11,666٘ىٟ إٌىٝ ا١ٌّى١ٓ ٌىرا فاٌداٌىح ٌٙىا ٔٙا٠ىح عىّىٝ عٕىد ذٍىه إٌمطىح 
شٕىاء حسورٙىا ِىٓ ا١ٌّى١ٓ إٌىٝ أ    x = 3تإٌمطىح  عٕىد ِسٚز٘ىا  إشىازذٙا ِىٓ ظىاٌة إٌىٝ ِٛظىة 

 .f( 3) = 1ا١ٌعاز ٌرا فاٌداٌح ٌٙا ٔٙا٠ح طغسٜ عٕد ذٍه إٌمطح ٟ٘ 
 

 (The Concavity):انتقعر

فئٔٙا ذىْٛ ِمعسج ٔحٛ الأعٍٝ إذا  (a,b)لاتٍح ٌلاشرماق فٟ اٌفرسج اٌّفرٛحح   fإذا وأد اٌداٌح 

 ذحمك ا٢ذٟ:

f"(x) > 0     f'(x)    ِرصا٠دج                 ٍِٝمعسج ٔحٛ الأع  f 

 ِمعسج ٔحٛ الأظفً إذا ذحمك ا٢ذٟ: ٚذىْٛ

 f"(x) < 0     f'(x)    ِرٕالظح                 ًِمعسج ٔحٛ الأظف  f 

 

 ملاحظـــــــــت:

 حرٝ ذىْٛ اٌداٌح ِمعسج ٔحٛ الأعٍٝ أٚ ألأظفً ٠عة أْ ذىْٛ لاتٍح ٌلاشرماق .

 
 (Example1):(١مثــــــال)

================ 

f(x) = x   

 أٌداٌح  ١س لاتٍح ٌلاشرماق ٌرٌه لا ٠ٛظد ذمعس ٔحٛ الأعٍٝ أٚ ألأظفً .

 
  (Example2):(٢مثــــــال)

================ 

f(x) = x
2
 – 2. x + 4 

 

 :انحـــــــــــــــم

 ـــــــــــــــــــــــ

f'(x) = 2. x – 2  

f'(x) = 0      x = 1   ( 1,3) ٗٔمطح حسظ 

 

if   x  > 1  f'(x) > 0 
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x   <  1  f'(x) < 0   

x = 1     f'(x) = 0 

 أٞ أْ اٌداٌح ِرصا٠دج تظٛزج ِعرّسج 

f"(x) = 2  > 0   f' جِرصا٠د    f ٍِٝمعسج ٔحٛ الأع 
 

 
 

 :(The Inflection Points)وقاط الاوقلاب

ٚوأىىد ذغ١ىىس اذعىىاٖ  ِشىىرمرٙا ِٛظىىٛ ج إذا وأىىد f) ذحىىٛي( ٌٍداٌىىح  لابٔمطىىح أمىى  x0ذىىدعٝ إٌمطىىح

ذحرىٛٞ إٌمطىح تح١ىس ٠ىىْٛ إٌّحٕىٟ  (a,b)إذا ٚظدخ فرسج ِفرٛحح  أٞ .ذمعس٘ا عٕد ٘رٖ إٌمطح 

 ٚاٌعىط طح١ح. (x0,b)ٚ ٔحٛ الأظفً  عٍٝ اٌفرسج  (a,x0)عٍٝ اٌفرسج   ِمعس ٔحٛ الأعٍٝ

 

 
 ملاحظـــــــــاث:

ٔمطح أملاب ٌٙرٖ اٌداٌح فئذا وأد اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌٍداٌح ِٛظٛ ج  x0ٚ ٌرىٓ    اٌح  fٌرىٓ   (1) 

 فئٔٙا ِعا٠ٚح ٌٍظفس ٚ اٌعىط  ١س طح١ح. وّا ِٛػح فٟ اٌّصاي أ٢ذٟ :  x0عٕد 

  

f(x) = x
4
   f'(x) = 4. x

3
  f"(x) = 12. x

2
 

if f"(x) = 0  12. x
2
 = 0  x = 0 

 ٔمطح حسظح )ٔٙا٠ح طغسٜ( ١ٌٚعد ٔمطح أملاب. (0,0)

 
 فاْ :  x0لاتٍح ٌلاشرماق فٟ اٌفرسج اٌّفرٛحح اٌحا٠ٚح عٍٝ   اٌح fٌرىٓ  (٢)
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 f'(x0) = 0  ٚf"(x0)  > 0إذا واْ   x0اٌداٌح ٌٙا ٔٙا٠ح طغسٜ عٕد  - أ

 f'(x0) = 0  ٚf"(x0)  < 0إذا واْ   x0اٌداٌح ٌٙا ٔٙا٠ح عىّٝ عٕد   -ب

 

فاْ اٌداٌح ٌٙا ٔٙا٠ح عىّٝ أٚ طغسٜ أٚ           f'(x0) = 0      ٚf"(x0) = 0إذا وأد  ( ٣) 

 ٠رؼح ذٌه فٟ اٌّصاي ا٢ذٟ: ٔمطح ذحٛي.

 

 (Example):مثــــال

============ 

f(x) = x
3
 

f'(x) = 3 . x
2
    f'(0) = 0 

f"(x) = 6. x     f"(0) = 0 

 

 (0, 0)  ٔمطح أملاب 

 

  
 (The Graphing of Curves):تخطيظ انمىحىياث

 ٔمَٛ تعًّ ا٢ذٟ:  f(x)ٌرخط١ؾ ِٕحٕٟ  اٌح ِصً 

  ًٔع١ٓ ٔماؽ ذماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز٠ٓ تععx = 0  ٚ ذازجy = 0 .ٜأخس 

 .ٔحعة اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚاٌصا١ٔح 

 إٌمىىاؽ اٌحسظىىح  ٚ إٌٙا٠ىىاخ اٌعىّىىٝ ٚ  ٌرع١ىى١ٓ ٔعىىرخدَ اٌّشىىرمح الأٌٚىىٝ ٚ اٌصا١ٔىىح

 اٌظغسٜ ٚ ٔماؽ الأملاب .

 . ٔعرخدَ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٌرع١١ٓ فرساخ اٌرصا٠د ٚاٌرٕالض 

 ٔحٛ الأعٍٝ ٚ الأظفً. سٔعرخدَ اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرع١١ٓ فرساخ اٌرمع 

 .ٟٕٔع١ٓ ٔماؽ إػاف١ح ٌٍّٕح 

 .ٔسظُ ِٕحٕٟ أٍِط ٠ّس تإٌماؽ اٌرٟ ٚظدٔا٘ا 

     (Example):لمثــــــا

============= 

 خطؾ ِٕحٕٟ اٌداٌح:

f(x) = x
3
 – 3. x

2
 + 4 
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 أنحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــ

 ٓٔع١ٓ ٔماؽ ذماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز٠: 

Let  x = 0   f(0) = 0
3
 – 3. 0

2
 + 4 =4 

   (0,4)رماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز  اٌظا ٞ عٕد إٌمطح ٠ 

Let   y = 0  x3
 – 3. x

2
 + 4 = 0 

                        x
3
 – 3. x

2
 + 4 + x

2
 – 4. x – x

2
 + 4. x = 0 

                       x
3
 – 4. x

2
 + 4x + x

2
 – 4. x + 4 = 0 

                       x(x
2
 – 4. x + 4) + (x

2
 – 4. x + 4) = 0 

                       x( x – 2 )
2
 + ( x – 2 )

2
= 0 

                       ( x – 2 )
2
(x + 1) = 0  

    (0 ,1 –) , (2,0)عٕد إٌماؽ  ع٠ٟٕ١رماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز  اٌ

 

 ٔحعة اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚاٌصا١ٔح: 

f'(x) = 3. x
2
 – 6. x  

f"(x) = 6. x – 6  

 غسٜ ٚ إٌماؽ اٌحسظح  ٚ إٌٙا٠اخ اٌعىّٝ ٚ اٌظ ٌرع١١ٓ ٔعرخدَ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح

 :ٔماؽ الأملاب 

3. x
2
 – 6. x = 3. x (x – 2 )  3. x (x – 2 ) = 0 

  (4 ,0) , (2,0)ِٓ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٔعد أْ إٌماؽ اٌحسظح 

6. x – 6 = 6. (x – 1)  6. (x – 1) = 0 

   (1,2)ِٓ اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٔعد أْ ٔمطح الأملاب 

 (0,4)رمح اٌصا١ٔح اوثس ِٓ اٌظفس عٕد إٌمطحالأٌٚٝ  ِعا٠ٚح ٌٍظفس  ٚ اٌّش حٚ ٌىْٛ اٌّشرم

الأٌٚٝ  ِعا٠ٚح ٌٍظفس  ٚ اٌّشرمح اٌصا١ٔح  حٚ ٌىْٛ اٌّشرم . ٌٍداٌح  فٟٙ ذّصً ٔٙا٠ح عىّٝ

  فٟٙ ذّصً ٔٙا٠ح طغسٜ  ٌٍداٌح.  (2,0)اطغس ِٓ اٌظفس عٕد إٌمطح 

 

  ٔعرخدَ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٌرع١١ٓ فرساخ اٌرصا٠د ٚاٌرٕالض: 

 ٌّشرمح الأٌٚٝ ِٓ خلاي اٌسظُ ا٢ذٟ:ٔدزض إشازج ا

 

 
 

لأْ اٌّشرمح الأٌٚٝ ِٛظثح عٍٝ ٘اذ١ٓ  (2, ) , (, 0–)أٞ أْ اٌداٌح ِرصا٠دج فٟ اٌفرسذ١ٓ 

 لأْ اٌّشرمح الأٌٚٝ ظاٌثح عٍٝ ٘رٖ اٌفرسج. (0,2)اٌفرسذ١ٓ. ٚ ِرٕالظح فٟ اٌفرسج 

 

 ٔحٛ الأعٍٝ ٚ الأظفً س١ٓ فرساخ اٌرمعٔعرخدَ اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرع١: 



 - 66 - 

 ِٓ خلاي اٌسظُ ا٢ذٟ: صا١ٔحْ إشازج اٌّشرمح اٌأ٢ 

  
اٌداٌح  ٚ لأْ اٌّشرمح اٌصا١ٔح ظاٌثح عٍٝ ٘رٖ اٌفرسج . (, 1 –)اٌداٌح ِمعسج ٔحٛ الأظفً عٕد اٌفرسج 

 .عٍٝ ٘رٖ اٌفرسج ِٛظثحاٌصا١ٔح  لأْ اٌّشرمح( ,1)ِمعسج ٔحٛ الأعٍٝ عٕد اٌفرسج

  ٔع١ٓ ٔماؽ إػاف١ح ٌٍّٕحٕٟ  ٚخاطح ذٍه اٌٛالعح ت١ٓ إٌماؽ اٌحسظح ٚ ٔماؽ الأملاب وّا

 ِث١ٓ فٟ اٌعدٚي ا٢ذٟ:

x - 1  0 1 2 3 

y 0 4 2 0 4 

 

 ٔسظُ ِٕحٕٟ أٍِط ٠ّس تإٌماؽ اٌرٟ ٚظدٔا٘ا: 

 

 
 he Velocity  And The Acceleration):(Tانسرعت و انتعجيم

 (Velocity)ٚاٌعسعح  tتاٌسِص  (Time)ٚ اٌصِٓ  sتاٌسِص   (Distance)عٕدِا ٔسِص ٌٍّعافح 

ذحىد  ِٛلىع    s =f(t)ٗ إذا وأىد اٌداٌىح ٔعىد أٔى aتىاٌسِص (Acceleration)ٚاٌرعع١ً   vتاٌسِص 

ذّصىً اٌعىسعح ٚ اٌّشىرمح اٌصا١ٔىح ذّصىً  الأٌٚىٝ ٌٙىرٖ اٌداٌىح حفىاْ اٌّشىرم tظعُ ِرحسن  فٟ اٌىصِٓ 

 أٞ أْ : tذعع١ً اٌععُ فٟ اٌصِٓ 

 v = ds / dt اٌععُ فٟ اٌصِٓ  ذّصً ظسعحt 
a =( dv / dt) = d

2
s  / dt

2
  tذعع١ً اٌععُ فٟ اٌصِٓ  ذّصً    
 

 :(Example)مثــــال

============ 

s = 3. tظعُ ٠ع١س عٍٝ خؾ ِعرم١ُ ٚ ِعا ٌح ظ١سٖ 
3
 + 7. t

شِىٓ  tِرىاز ٚ تالأ ِماظىٗ s سح١ 2

 . t = 2ظ١سٖ تاٌصٛأٟ . ظد ظسعرٗ ٚذعع١ٍٗ عٕد 
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 انحــــــــم:

 ــــــــــــــــــ

v =( ds / dt) = 6. t
2
+ 14. t 

a =( dv / dt) =( d
2
s  / dt

2
) = 16. t + 14 

 t =2ٚ عٕد 
v= 6.(2)

2
 + 14. 2= 16  m / sec 

a = 12. (2) + 14 = 67 m / sec 

 

  (The Differentiation Of The Special Functions):تانذوال انخاصاشتقاق 

 زظٕا اٌدٚاي اٌخاطح فٟ اٌفظً اٌصاٌس  أِا ٕ٘ا  فٟ ٘را اٌفظً فعٕرعسف إٌٝ ِشرماخ ٘رٖ 

 : ح١تاٌدٚاي اٌّصٍصأٚلا ٚ ٌٕثدأ  اٌدٚاي

 

  (The Differentiation Of The Trigo. Functions):اشتقاق انذوال انمثهثيت 

 ٛف ٔعثس عٓ ِشرماخ  ٘رٖ اٌدٚاي عٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ:ظ

 

1. 
 

dx

du
u

dx

ud
cos

sin
    

 

  2.  
 

dx

du
u

dx

ud
sin

cos
  

 

3.   
 

dx

du
u

dx

ud 2sec
tan

  

 

4.   
 

dx

du
u

dx

ud 2csc
cot

  

 

5.  
 

dx

du
uu

du

ud
tan.sec

sec
  

 

6.  
 

dx

du
uu

du

ud
cot.csc

csc
   

 يت:الاشتقاق انضمىي نهذوال انمثهث

ظثك ٚ أْ ذطسلٕا إٌٝ الاشرماق اٌؼّٕٟ ٌٍدٚاي فٟ ٘را اٌفظً ، اٌّصاي أ٢ذٟ ٠ٛػح ٌٕا اشرماق 

 اٌدٚاي اٌّصٍص١ح ػ١ّٕا:

 

   (Example): مثـــــال
============= 

 ح١س أْ : dy / dxأٚظد 

x. (sin 2. y) = y. (cos 2. x) 
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 انحــــــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــــــ
            

x.( cos2. y).2. y'  + ( sin 2. y). 1 = y.( –  sin 2. x) . 2 + (cos 2 . x). y'     
[ 2. x( cos2. y) –  cos 2. x] y' =  – ( sin 2. y) – 2.y.( sin 2. x) 

 

xyx

xyy
y

.2cos.2cos..2

.2sin..2.2sin




  

 اشتقاق معكىس انذوال انمثهثيت :
y = sin إذا وأد  ( ١) 

 – 1 
u   ح١سu ٌاٌح إ  ٝx :ْفا 

 

1.
1

1sin

2

1







u
dx

du

udx

ud

dx

dy
 

y = cos إذا وأد  ( ٢)
 – 1 

u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x :ْفا 

dx

du

udx

ud

dx

dy
.

1

1cos

2

1








 

y = tan إذا وأد  ( ٣)
 – 1 

u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x :ْفا 

 

dx

du

udx

ud

dx

dy
.

1

1tan
2

1






 

y = cot إذا وأد  ( ٤)
 – 1 

u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x :ْفا 

dx

du

udx

ud

dx

dy
.

1

1cot
2

1








 

y = sec إذا وأد  ( ٥)
 – 1 

u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x :ْفا 

 

dx

du

uxdx

ud

dx

dy
.

1.

1sec

2

1






 

y = csc إذا وأد  ( ٦)
 – 1 

u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x :ْفا 

 

dx

du

uxdx

ud

dx

dy
.

1.

1csc

2

1








 

   (Example): مثـــــال
============= 

  ح١س أْ : dy / dxأٚظد 

xxxy 11 tansec.    
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 ـــم:انحـــــ

 ــــــــــــــــ

2

1

2 1

1
sec

1

1
.

x
x

xx
xy

dx

dy





 

 

 

 اشتقاق انذانت انهىغاريتميت :

 y = Ln ٚتعثازج أخسٜ إذا وأد    y'=1 / x فاْ  y = Ln x إذا وأد
 
u   ح١سu  ٌٝاٌح إ x 

 فاْ: 

dx

du

udx

dy
.

1
  

   (Example): مثـــــال
============= 

 وأد  إذا

23 xLny    

 .فأٚظد اٌّشرمح

 

 أنحـــــــم:

 ــــــــــــــــ

 

 

 

 

 

 

 اشتقاق انذانت الأسيت :

 إْ ِشرمح اٌداٌح الأظ١ح ٟ٘ :

dx

du
e

dx

de u
u

.  

 :(Example)مثــــــــــــال

=============== 

y = eظد ِشرمح اٌداٌح 
Ln x

    

 أنحـــــــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــــــ

y'= e
Ln x

. (1  /  x) 

 

 

 مجمىعت تماريه مع حهها
 

 :ٟاظرعًّ اٌرعس٠ف لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x) =7. x
5
 ,  f(x)  = 3. x

2
 – 2.x +4  

 

3

.2.3.
2

1
.

3

1

2

2
1

2

2










x

x
y

xx
x

y
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 :ٟاظرعًّ اٌخٛاص لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x)  = (x
3
 + 2).(1 – x

2
),  (x + 2) / x,  x

  - 6 

 :ٟاظرعًّ لأْٛ اٌعٍعح لإ٠عا  وً ِّا ٠أذ 

   (dy / dt)  if  y = x
3
 –5. x

2
 + 4,  x = t

2
  

   (dy / dt)  if  y = x
2
+ 2,  x = 2. t  

  إذا وأدf(x) = x
5

  , g(x) = 3. x
2
 – 7. x +5, h = f g   فأٚظدh'. 

  (1,3)ظد ِعا ٌح اٌّعرم١ُ اٌّّاض ٚاٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٕد إٌمطح 
 

xٌٍّٕحٕٟ
2
+2.x 

 اٌح ؽثك ِثسٕ٘ح اٌم١ّح اٌٛظطٝ عٍٝ اٌدf(x) = x
2

 .a = 0, b = 1إذا عٍّد أْ   

 ؽثك ِثسٕ٘ح زٚي عٍٝ اٌداٌحf(x) = x
2
 .a = 1, b = 2إذا عٍّد أْ    2 + 

   وً ِّا ٠أذٟ: لا٠عا  0/0  اظرعًّ لاعدج ٌٛ٘ات١راي  ٌٍظ١غح 

9

2
lim,

6.2

3.7.4
lim,

2

2.3
lim

2

2

22

3

031 











 x

x

x

xx

x

x

xxx
 

  :ٟظد اٌّشرماخ الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح ٚ اٌصاٌصح ٌىً ِّا ٠أذ 

14,5.3.4,2.3 23423  xxxxx  

 : خطؾ ٌّٕحٕٟ اٌداٌح 

92 x  

  ٖ5ظعُ ٠ع١س عٍٝ خؾ ِعرم١ُ ٚ ِعا ٌح ظ١س. t
3
 + 6. t

2
 s = ح١س s ٗتالأِراز ٚ  ِماظ

t  شِٓ ظ١سٖ تاٌصٛأٟ . ظد ظسعرٗ ٚذعع١ٍٗ عٕدt =5   . 

  أٚظدdy / dx : ْح١س أ 

1. y =2. cos x . sin x 
2. sin(x

2
. y

2
) = x 

3. y= sin
 
 
-1

(cos x) 

4. y= e
x
 x

4
 

5. y = x
5
. Lnx 

 

 

 :ٟاظرعًّ اٌرعس٠ف لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x) =7. x
5
 ,  f(x)  = 3. x

2
 – 2.x +4  

 -انحــــم:

   f(x) =7. x
5
 

 

                       
x

xxx

x

xfxxf

xx 










55

00

7)(7
lim

)()(
lim  

 

                                                                   

=
x

xxxxxxxxxxx

x 





554322345

0

7)510105(7
lim  

 

=
x

xxxxxxxxxxx

x 





554322345

0

77357070357
lim  
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=
x

xxxxxxxxx

x 





5432234

0

735707035
lim  

 

= 
x

xxxxxxxxx

x 





)735707035(
lim

432234

0
 

 

= )735707035(lim 432234

0
xxxxxxxx

x



 

 

= 
432234 )0.(7)0.(35)0.(70)0.(7035  xxxx  

=35 x
 4
  

 

 f(x)  = 3. x
2
 – 2.x +4 

x

xxxxxx

x

xfxxf

xx 










)423(4)(2)(3
lim

)()(
lim

22

00
 

 

 

=
x

xxxxxxxx

x 





423422)2(3
lim

222

0
 

 

=
x

xxxxxxxx

x 





423422363
lim

222

0
 

 

 

=
x

xxx

x

xxxx

xx 










)236(
lim

236
lim

0

2

0
 

 

= 26236lim
0




xxx
x

 

 

 :ٟاظرعًّ اٌخٛاص لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x)  = (x
3
 + 2).(1 – x

2
),  (x + 2) / x,  x

  - 6 

 -انحـــــــــم:
1. f(x)  = (x

3
 + 2).(1 – x

2
) 

 

     f ' (x) = (x
3
 + 2).( – 2.x) + (1 – x

2
).(3.x

2
) 

 

2. f(x)  = (x + 2) / x 

 

f ' (x) = 
2

1).2(1.

x

xx 
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3. f(x)  = x
  - 6

 

 

     f ' (x) = – 6 x
 -7

  

 :ٟاظرعًّ لأْٛ اٌعٍعح لإ٠عا  وً ِّا ٠أذ 

   (dy / dt)  if  y = x
3
 –5. x

2
 + 4,  x = t

2
  

   (dy / dt)  if  y = x
2
+ 2,  x = 2. t  

 -انحـــــــــم:
1. (dy / dt)  if  y = x

3
 –5. x

2
 + 4,  x = t

2
 

  (dy / dx). (dx / dt) = (3. x
2
 – 10. x). (2.t) 

2. (dy / dt)  if  y = x
2
+ 2,  x = 2. t 

    (dy / dx). (dx / dt) = (2.x). (2)  

 

  إذا وأدf(x) = x
5

  , g(x) = 3. x
2
 – 7. x +5, h = f g   فأٚظدh'. 

 -انحـــــــــم:
h' = f ' (g(x)). g'(x) 

 

f (g(x)) = (3. x
2
 – 7. x +5)

5
  

f ' (g(x)) = 5 (3. x
2
 – 7. x +5)

4
  

g'(x) = 6x – 7  

 حعة اٌّلاحىح

h' = 5 (3. x
2
 – 7. x +5)

4
.( 6x – 7) 

  (1,3)ظد ِعا ٌح اٌّعرم١ُ اٌّّاض ٚاٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٕد إٌمطح 
 

xٌٍّٕحٕٟ
2
+2.x  

 -انحـــــــــم:
 تّا أْ ١ًِ اٌّّاض ٠عاٚٞ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٌٍّٕحٕٟ فاْ: 

Mtan=f ' (x) = 2x + 2 = 2 (x + 1) 
 ذعاٚٞ: ِعا ٌح اٌّّاض

y – 3 = Mtan (x – 1)  

y – 3 = 2(x+ 1) (x – 1) = 2 (x
2
 – 1)  

y =2 (x
2
 – 1) +3 

 تّا أْ ١ًِ اٌعّٛ  ٠عاٚٞ

M = 
)1(2

11

tan 


xM
  

 ذعاٚٞ: ِعا ٌح اٌعّٛ 

y – 3 = M (x – 1) 

y – 3 =
)1(2

1




x
 (x – 1)  

y = 
)1(2

1




x
 (x – 1) – 3  

  ؽثك ِثسٕ٘ح اٌم١ّح اٌٛظطٝ عٍٝ اٌداٌحf(x) = x
2

 .a = 0, b = 1إذا عٍّد أْ   
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 -انحـــــــــم:

f ' (c) = 1
01

)0()1()()( 22











ab

afbf
 

 ٔشرك اٌداٌح أٚلا: cٌٍثحس عٓ ل١ّح 

f ' (x) = 2 x 
 x = cٚ ِٓ شُ ٔعٛع عٓ ِشرمح اٌداٌح عٕد 

f ' (c) = 2 x 
2 x =1  

x = 
2

1
 

 ؽثك ِثسٕ٘ح زٚي عٍٝ اٌداٌحf(x) = x
2
 .a = 1, b = 2إذا عٍّد أْ    2 + 

 -انحـــــــــم:
 تّا أْ :

f(a) = x
2
 + 2 = (1)

2
 + 2 = 3 

f(b) = x
2
 + 2 = (2)

2
 + 2 = 6 

 ِٚعٕٝ ٘را أْ:

f(a)  f(b)  0 

 .  f ' (c) = 0تح١س أْ  (a,b)اٌّفرٛحح  أٞ أٔٗ لا ٠ٛظد أٞ عد   اخً اٌفرسج

 

   وً ِّا ٠أذٟ: لا٠عا  0/0  اظرعًّ لاعدج ٌٛ٘ات١راي  ٌٍظ١غح 

9

2
lim,

6.2

3.7.4
lim,

2

2.3
lim

2

2

22

3

031 











 x

x

x

xx

x

x

xxx
 

 -انحـــــــــم:
 

1. 
2

2.3
lim

31 



 x

x

x
 

 تّا أْ:

2)2(lim)(lim5)2.3(lim)(lim 3

1111



xxgxxf

xxxx
 

 ِٚعٕٝ ذٌه أْ:

0)(lim)(lim
11




xgxf
xx

 

 اٌحاٌح أٞ لا ذٕطثك اٌماعدج عٍٝ ٘رٖ

2. 
6.2

3.7.4
lim

2

3

0 



 x

xx

x
 

 تّا أْ:

6)6.2(lim)(lim3)3.7.4(lim)(lim 2

00

2

00



xxgxxxf

xxxx
 

  ِٚعٕٝ ذٌه أْ:

0)(lim)(lim
00




xgxf
xx

 

 أٞ لا ذٕطثك اٌماعدج عٍٝ ٘رٖ اٌحاٌح
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3. 
9

2
lim

2

2

2 



 x

x

x
 

5)9(lim)(lim6)2(lim)(lim 2

22

2

22



xxgxxf

xxxx
 

 ِٚعٕٝ ذٌه أْ:

0)(lim)(lim
22




xgxf
xx

 

 أٞ لا ذٕطثك اٌماعدج عٍٝ ٘رٖ اٌحاٌح

 

 اٌّشرماخ الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح ٚ اٌصاٌصح ٌىً ِّا ٠أذٟ: ظد 

14,5.3.4,2.3 23423  xxxxx  

 انحـــــــــم:

1. 2.3 23  xx  

          

6)(

6.6)(

.6.3)( 2







xf

xxf

xxxf

 

                                     2.  5.3.4 34  xx  

          

18.96)(

.18.48)(

.9.16)(

2

23







xxf

xxxf

xxxf

 

                                            3. 142 x  

0)(

2)(

.2)(







xf

xf

xxf

 

 : خطؾ ٌّٕحٕٟ اٌداٌح 

92 x  

 -انحـــــــــم:
 ٔع١ٓ ٔماؽ ذماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز٠ٓ  -١

 ٔفسع أْ: 

x = 0  f(0) = - 9  

مطح٠رماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز اٌظا ٞ عٕد إٌ (9 - ,0)   

 ٔفسع أْ:

y = 0  92 x = 0  (x – 3).(x +3) = 0  x = 3, x = - 3   

 ( (0 ,3–ٚ (3,0)٠رماؽع إٌّحٕٟ ِع اٌّحٛز اٌع١ٕٟ عٕد إٌماؽ  

 ٔحعة اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح -۲

f ' (x) = 2. x 

f " (x) = 2  
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اٌحسظح ٚإٌٙا٠اخ اٌعىّٝ ٚ اٌظغسٜ ٚٔماؽ ٔعرخدَ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح ٌرع١١ٓ إٌماؽ -۳

 الأملاب.

1. x = 0 

    x = 0  

 ( 9 – ,0).ِٓ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٔعد أْ إٌمطح اٌحسظح 

 
أشٕاء   x=0ٚ٘را ٠عٕٟ أْ إشازج اٌّشرمح الأٌٚٝ ذرغ١س ِٓ ظاٌة إٌٝ ِٛظة عٕد ِسٚز٘ا تإٌمطح 

   (9 – ,0)عاز ٌرا فاٌداٌح ٌٙا ٔٙا٠ح طغسٜ ِح١ٍح عٕد إٌمطح حسورٙا ِٓ ا١ّ١ٌٓ إٌٝ ا١ٌ

 ِٓ اٌّشرمح اٌصا١ٔح لا ذٛظد ٔماؽ  أملاب.
 ٔعرخدَ اٌّشرمح الأٌٚٝ ٌرع١١ٓ فرساخ اٌرصا٠د ٚ اٌرٕالض: -6

 ٔدزض إشازج اٌّشرمح الأٌٚٝ ِٓ خلاي اٌسظُ ا٢ذٟ:

  
 

لأْ اٌّشىرمح  الأٌٚىٝ ظىاٌثح عٍىٝ ذٍىه اٌفرىسج  ٚ  (, 0 –)  عٍىٝ اٌفرىسج أٞ أْ اٌداٌىح ِرٕالظىح 

 لأْ اٌّشرمح  الأٌٚٝ ِٛظثح عٍٝ ذٍه اٌفرسج. ( ,0)ِرصا٠دج عٍٝ اٌفرسج 

 ٔعرخدَ اٌّشرمح اٌصا١ٔح  ٌرع١١ٓ فرساخ اٌرمعس ٔحٛ الأعٍٝ ٚ الأظفً: -۵

 لأعٍٝ.تّا أْ إشازج اٌّشرمح اٌصا١ٔح ِٛظثح فاٌداٌح ِمعسج ٔحٛ ا

 ٔع١ٓ ٔماؽ إػاف١ح ٌٍّٕحٕٟ: -٦

     

x – 6  6 7 2 6 

y 0 7 – 6 – 6 6 

 
 ٔسظُ ِٕحٕٟ أٍِط ٠ّس تإٌماؽ اٌرٟ ٚظدٔا٘ا.   -۷
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   ٖ5ظعىُ ٠عىى١س عٍىىٝ خىؾ ِعىىرم١ُ ٚ ِعا ٌىىح ظى١س. t

3
 + 6. t

2
 s = ح١ىىس s ِٗماظىى 

 .   t =5د ظسعرٗ ٚذعع١ٍٗ عٕد شِٓ ظ١سٖ تاٌصٛأٟ . ظ tتالأِراز ٚ 
 -انحـم:

v = ds / dt 

   = 15 t
2
 + 12 t = 15 . 25 + 12 . 5 = 375+ 60 = 435 

 

a = dv/ dt 

   = 30 t + 12 = 30 . 5 + 12= 162 

  أٚظدdy / dx : ْح١س أ 

     1.   y =2. cos x . sin x 

     2.   sin(x
2
. y

2
) = x 

2. y= sin
 
 
-1

(cos x) 
3. y= e

x
 x

4
 

4. y = x
5
. Lnx 

 -انحـم:

1.   y =2. cos x . sin x = sin 2 x  

      x
dx

xd
x

dx

xd
2cos2

2
2cos

2sin
  

2.   sin(x
2
. y

2
) = x  sin(x

2
. y

2
) – x = 0 

      

1)cos()2..(1
)(

)cos(1
)sin( 222

2
2

22
22

22

 yxxy
dx

dy
x

dx

yxd
yx

dx

yxd

 

3.   y= sin
 
 
-1

(cos x)  
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     )sin(
cos1

1cos

cos1

1)(cossin

22

1

x
xdx

xd

xdx

xd










 

4.  y= e
x
 x

4
  

      xx exxe
dx

dy 43)4(   

5.  y = x
5
. Lnx 

    )5(
1 45 xLnx
x

x
dx

dy
  

 

 مجمىعت تذريباث نهطلاب

 

 :ٟاظرعًّ اٌرعس٠ف لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x) = x
3
 ,  f(x)  = 2. x – 1  

 :ٟاظرعًّ اٌخٛاص لإ٠عا  ِشرمح وً ِّا ٠أذ 

f(x)  = (x
3
 + 2).(1 – x

2
),  (x + 2) / x,  x

5
 

 ٟاظرعًّ لأْٛ اٌعٍعح لإ٠عا  وً ِّا ٠أذ: 

   (dy / dt)  if  y = x
3
 – 3. x

2
 + 5. x – 4,  x = t

2
 +t 

   (dy / dt)  if  y = x
2
– 1,  x = 2. t + 3 

 وأد  إذاf(x) = x
15

  , g(x) = 2. x
3
 + x

2
 – 5. x +1, h = f g   فأٚظدh'. 

  ٌٍّٕحٕٟ (1,1)ظد ِعا ٌح اٌّعرم١ُ اٌّّاض ٚاٌّعرم١ُ اٌعّٛ  عٕد إٌمطحx
2
 + y

2
 = 2 

  ِثسٕ٘ح اٌم١ّح اٌٛظطٝ عٍٝ اٌداٌح ؽثكf(x) = x
2

 .a = 1, b = 2إذا عٍّد أْ   

 عٍٝ اٌداٌح ؽثك ِثسٕ٘ح زٚيf(x) = x
2
 – 3. x + 2    ْإذا عٍّد أa = 1, b = 2. 

  وً ِّا ٠أذٟ: لا٠عا  0/0  ٌٍظ١غح   اظرعًّ لاعدج ٌٛ٘ات١راي 

14.9

8.2
lim,

6.3.2

1.8.3.4
lim,

1

2.3
lim

2

2

223

23

02

2

1 











 xx

xx

xxx

xxx

x

xx

xxx
 

  ٚ اٌصاٌصح ٌىً ِّا ٠أذٟ: ظد اٌّشرماخ الأٌٚٝ ٚ اٌصا١ٔح 

14.9,1.8.3.4,2.3 2232  xxxxxxx  

 : خطؾ ٌّٕحٕٟ اٌداٌح 

14.92  xx  

 ٖظعُ ٠ع١س عٍٝ خؾ ِعرم١ُ ٚ ِعا ٌح ظ١س  s = 2. t
5
 + 8. t

ِرىاز تالأ ِماظىٗ s ح١ىس 4

 ٚt  شِٓ ظ١سٖ تاٌصٛأٟ . ظد ظسعرٗ ٚذعع١ٍٗ عٕدt = 3 . 

  أٚظدdy / dx : ْح١س أ 

6. y =2. sin x . cos x 

7. cos(x
2
. y

2
) = x 

8. y= cos
 
 
-1

(sin x) 

9. y= Ln x
2
 

10. y = x
2
. e

x
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 (The Integration)انتكامم 
 انتكامم غير انمحذد:

إرا كاَد  xf
dx

dy
    يشرمح انذانحf(x)    ٌفا dxxfdy    ٌيؼادنّ ذفاظهٛح ،  لاحع أ 

    cxFydxxfdy    

 انركايم . سيض  ∫ انركايم ٔ شاتد cحٛس 

 خىاص انتكامم:

 فاٌ :  x [a,b]دانح ٔ    f(x)نركٍ 

1. ∫a.f(x) dx = a.∫f(x) dx 

2. ∫[f(x)   g(x)] dx = ∫ f(x) dx  ∫ g(x) dx  

3. ∫[f1(x) +f2(x)  fn(x)] dx  = ∫f1(x) dx + ∫f2(x) dx +  + ∫fn(x) dx 

4.  xfunc
n

u
duu

n
n 






,1,
1

1

    

 أمثهــــــــــــة:

======== 

1. ∫5. x
2
 dx = 5.[( x

3
 / 3) + c] 

2. ∫( 2. x + 3 ) dx = ∫2. x dx + ∫3 dx = x
2
 + c 

 

  3. 

       

   

 

cr

crc
r

drrrdrrr
r

drr















2

2
2

1
2

2

1
22

1
2

2

1.3

1
2

6

2

1

1
.

2

3

1..3.
2

2
1..3

1

.3

 

          

 تكامم انذوال انخاصة:

انخاصح فٙ انفصم انصانس  ٔذطشلُا إنٗ اشرمالٓا فٙ انفصم انخايظ، أيا فٙ ْزا  دسعُا انذٔال

 .حانفصم فغُرطشق إنٗ ذكايهٓا ، ٔعُثذأ تانذٔال انًصهصٛ

 

 تكامم انذوال انمثهثية:
 ذكايم دانح انجٛة: (١)

∫ sin x dx = −  cos x + c 
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 ذكايم دانح انجٛة ذًاو : (٢)

∫ cos x dx = sin x + c 

 ذكايم يشتغ دانح انماغغ : ( ٣)

∫sec
2
x dx = tan x + c 

 ذكايم يشتغ دانح انماغغ ذًاو :(  ٤)

∫csc
2
x dx = − cot x + c 

  حاصم ظشب دانرٙ انماغغ ٔ انظم : ذكايم( ٥)

∫sec x . tan x dx = sec x + c 

 ذًاو : حاصم ظشب دانرٙ انماغغ ذًاو ٔ انظم ذكايم (٦)

∫csc x . cot x dx = csc x + c 

 :(Examples)أمثــــــــــــهة

================ 

 أٜذٛح:  انركايلاخجذ 

1. ∫cos 2.t dt = (1 /  2) . ∫cos 2. t .  2 dt = (1 /  2). sin 2.t + c 

2. ∫sin 3. x dx = (1 /  3) ∫sin 3. x  .3dx =  − (1 /  3). cos 3. x + c   

3.  c
x

xdxdx
x

x








 2

.2sin
.

2

1
.2cos.2sin

2

1

.2sin

.2cos 2
3

3
 

4.  ∫sec
3
 x. tan x dx = ∫sec

2
 x. sec x. tan x dx = ( sec

3
 x / 3) + c 

 

 تكامم انقىي انفردية وانزوجية نهذوال انمثهثية :

 sin∫لإٚجاد ذكايم  )أ( 
n
 x. cos 

m
 x dx  َٙرثغ يا ٚأذ: 

 اٜذٛح : خفٙ حانح كٌٕ أحذ ألأعٍٛ فشد٘ َغرؼًم إحذٖ انًرطاتما (١)

  Sin
2
x = 1 – cos

2
x,  cos

2
x = 1 – sin

2
x 

 (Example):مثـــــــال

============== 

sin∫جذ انركايم اٜذٙ :    
2
x. cos

3
x  dx 

 

 انحـــــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــــ

∫sin
2
x. cos

3
x  dx = ∫sin

2
x.cos x. cos

2
x  dx =∫sin

2
x.cos x. (1 – sin

2
x) dx 

                            = ∫sin
2
x.cos x dx – ∫sin

4
x.cos x dx 

                            = (sin
3
x / 3) – (sin

5 
x / 5) + c 
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 اٜذٛح: خصٔجٙ َغرؼًم انًرطاتما الأعٍٛ   فٙ حانح كٌٕ كم يٍ  (٢)

 

 xx

xx

2cos1.
2

1
cos

2cos1.
2

1
sin

2

2





 

 (Example):مثـــــــال

============= 

sin∫جذ انركايم اٜذٙ :     
2
x. cos

2
x  dx    

 انحـــــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــــ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اٜذٛح : خفٙ حانح كٌٕ كم يٍ  الأعٍٛ  فشد٘ َغرؼًم إحذٖ  انًرطاتما  (٣)

  Sin
2
x = 1 – cos

2
x,  cos

2
x = 1 – sin

2
x 

 (Example):المثـــــــ

============= 

sin∫جذ انركايم اٜذٙ :     
3
3. x. cos

3
3. x  dx    

 انحـــــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــ

 

   

  

 

 

cxxx

dxxdxx

dxxx

dxxdx

dxx

dxxx

dxxxxdxx



























.4sin
32

1
.

8

1
.

4

1

.4cos
8

1
.

8

1
.

4

1

.4cos1.
2

1
.

4

1
.

4

1

.2cos.
4

1
.

4

1

.2cos1.
4

1

.2cos1..2cos1.
4

1

.2cos1.
2

1
..2cos1.

2

1
cos.sin

2

2

22

 

c
xx

dxxxdxxx

dxxxx

dxxxxxdxx















6

.3sin
.

3

1

4

.3sin
.

3

1

.3cos..3sin.3cos..3sin

.3sin1..3cos..3sin

.3cos..3cos..3sin.3cos..3sin

64

53

23

2333
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 tan∫لإٚجاد ذكايم  )ب( 
n
 x. sec 

m
 x dx : َٙرثغ يا ٚأذ 

 َجضئّ ػهٗ انُحٕ اٜذٙ : صٔجٙ secأط  فٙ حانح كٌٕ (١)

sec
m
x = sec

m – 2
 x. sec

2
x 

 َجضئّ ػهٗ انُحٕ اٜذٙ : فشد٘  tan  أط فٙ حانح كٌٕ  (٢)

tan
n
 = tan 

n – 1
x. tan x 

tanَٔغرؼًم انًرطاتمح أٜذٛح:   
2
x = sec

2
x – 1  

 

 cot∫َطثك َفظ انماػذج ػهٗ 
n
 x.c sc 

m
 x dx   يغرفٛذٍٚ يٍ انًرطاتمحcot

2
x = csc

2
x – 1 

 (Examples):أمثهـــــــة

============== 

1.   ∫sec
4
x dx = ∫sec

2
x. sec

2
xdx = ∫(1+tan

2
x) . sec

2
xdx 

     ∫sec
2
x dx + ∫sec

2
x. tan

2
x dx = c

x
x 

3

tan
tan

3

 

2.  

 

c
xx

xdxxxxdxxx

xdxxxdxx

xdxxxxdxxxxdxx









 

 





2

1

csc

2

5

csc

cot.csc.csccot.csc.csc

cot.csccot.csc

cot.1csc.csccot.cot.csccot.csc

2

1

2

5

2

1

2

3

2

1

2

5

223

 

 لإٚجاد ذكايم كم يٍ:)ج( 

1. ∫sin m. x . sin n. x dx 

2. ∫sin m. x . cos n. x dx 

3. ∫cos m. x . cos n. x dx 

 اٜذٙ :  لاحع

cos(m+n). x = cos m. x . cos n. x – sin m. x . sin n. x  

cos(m – n). x = cos m. x . cos n. x + sin m. x . sin n. x 

 sin (m+n). x = sin m. x . cos n. x + cos m. x . sin n. x 

 sin (m – n). x = sin m. x . cos n. x –  cos m. x . sin n. x 

sin m. x . sin n. x = (1/2). [cos(m – n). x –  cos(m+n). x]  

sin m. x . cos n. x = (1/2). [sin (m – n). x + sin (m+n). x] 

 cos m. x . cos n. x =(1/2). [cos(m – n). x+  cos(m+n). x]  
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 (Example):مثـــــــال

============= 

     ∫ sin 3. x . cos 5. x    :ٙجذ انركايم أٜذ 

 أنحــــــــــــم:

 ــــــــــــــــــــ

     ∫ sin 3. x . cos 5. x    = ∫(1/2). [sin (3 – 5). x + sin (3+5). x]dx 

                                        =∫(1/2). [sin (– 2). x + sin (8). x]dx  

                                        = (1/2). [∫ sin (2). x dx +∫ sin 8. x dx] 

                                        = (1/4). cos 2. x – (1/16). cos 8x + c 

 تكامم معكىس انذوال انمثهثية:

1.  


 cuorcu
u

du 11

2
cossin

1
 

2.  cuorcu
u

du







11

2
cottan

1
 

3.  cuorcu
uu

du


 11

2
cscsec  

 :(Examples)أمثــــــــــهة
=============== 

 انركايلاخ اٜذٛح: كلا يٍ  جذ

1.  cxorcx
xx

dx

xx

dx








 .2csc.2sec
1.4.2

.2

1.4

11

22
 

2. ctorct
t

dt







11

2
cottan

1
 

3.      


 cxorcx
x

dxx
sincossinsin

sin1

cos 11

2
 

 تكامم دانة انهىغاريتم انطبيعي:

 ذكرة ػهٗ  انُحٕ اٜذٙ:  دانح انهٕغاسٚرى انطثٛؼٙمح يشر  إٌلاحظُا فٙ  انفصم انخايظ  

dLn u = du /  u 

 أيا ذكايم ْزِ انذانح فًٛكٍ كراترّ ػهٗ انُحٕ اٜذٙ:

∫( du /  u) = Ln  u+ c    u  0 

 :(Examples)أمثــــــــــهة

 =============== 

 جذ كلا يٍ  انركايلاخ اٜذٛح:

1. cxLn
x

xdx

x

xdx





  1.4
8

1

8

8
.

1.41.4

2

22
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2.  cxLnxdx
x

dxdx
x

x



  .5.2

5
2

5.2
 

3.  cxLndx
x

x


 cos2
cos2

sin
 

 تكامم انذانة الأسية:
 ًٚكٍ كراترٓا ػهٗ  انُحٕ اٜذٙ: انذانح الأعٛحكًا ػشفُا يٍ  انفصم انخايظ  إٌ  يشرمح 

de
 u
= e

 u 
du 

de ∫أيا ذكايم ْزِ انذانح فًٛكٍ كراترّ ػهٗ انُحٕ اٜذٙ:   
 u
 = e

 u
 + c 

 :(Examples)أمثــــــــــهة

 =============== 

 جذ كلا يٍ  انركايلاخ اٜذٛح:

1. ∫e
 2.x

 dx = (1/2). e
 2.x

 + c 

2. ∫e
sin x

. cos x dx = e
sin x

 + c 

3. ∫e
 x
. sin(e

 x
) dx = –  cos(e

 x
) + c  

 انتكامم انمحذد:

 لإيكاٌفثا  fانركايم غٛش انًحذد نهذانح  Fٔ   [, ]إنٗ انفرشج انًغهمح  ذُرًٙ  b,aنركٍ كم يٍ 

 ػهٗ انُحٕ اٜذٙ :انرؼثٛش ػٍ انركايم انًحذد نهذانح 

     aFbFdxxff

b

a

b

a

   

 [a,b]لاتهح نهركايم ػهٗ انفرشج اانًغهمح  fانحذ الأػهٗ نهركايم ٔ  bانحذ الأدَٗ نهركايم ٔ aذذػٗ 

ٔجذ   إرا
b

a

f  .   

 خىاص انتكامم انمحذد :

1.    

b

a

b

a

b

a

gkfkgkfk 2121   

2.   

b

a

b

c

c

a

fff  

3.  

a

b

b

a

ff  

4.  0
a

a

f  
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5.   




0

0

.2.2

a

a

a

a

fff  

 

 ملاحظـــــــــــة:

فشدٚح  f، تًُٛا إرا كاَد  دانح  f(– x)= f(x)صٔجٛح فاٌ   fٔ دانح     [– a , a] 0كاٌ    إرا

 .   f(– x)= – f(x)فاٌ  

 :(Examples)ـــــــــهةأمثـ

=============== 

 احغة لًٛح انركايلاخ اٜذٛح:

1.   2110coscoscossin

00

 



xdxx  

2. 
 

3

13

2

3

1.4
.

4

4
1.4

2

0

2

32

0





x

dxx  

3.  
633

2
sec2sec.2sec

1.4.2

2 111

3

1

1

3

1

1

2








 x
xx

dx
 

 

 :(Some Methods Of Integration)بعض طرق انتكامم 

تصٕسج يثاششج  اإٚجاد َٕاذجٓعُرطشق اٌٜ إنٗ تؼط غشق انركايم إنٗ انركايلاخ انرٙ لا ًٚكٍ 

 كًا لاحظُا عاتما .  ٔ  عُثذأ  تانطشٚمح اٜذٛح:

 

      (Integration by Parts):انتكامم بانتجزئة (١)

 إٌ غشٚمح انركايم تانرجضئح ذؼرًذ ػهٗ يشرمح حاصم ظشب دانرٍٛ ٔفك اٜذٙ:

d(u.v) = u.dv + v.du  u.dv = d(u.v) – v.du 

 ُٚرج اٜذٙ: ٔتأخز ذكايم انطشفٍٛ

∫u.dv =∫d (u.v) – ∫ v.du 

 نٛصثح انمإٌَ : cٔتًا أٌ انركايم غٛش يحذد ٔجة ظٕٓس شاتد انركايم 

 

 

 

 

 :(Examples)أمثــــــــــهة

=============== 

 جذ َٕاذج انركايلاخ اٜذٛح :

1. ∫ x. e
 x
 dx  

∫u.dv= u.v – ∫ v.du + c 
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Let  u = x   du = dx , dv = e
 x
 dx  v = e

 x
 

∫u.dv =  u.v – ∫ v.du + c 

∫x. e
 x
 dx = x. e

 x
 – ∫ e

 x
.dx + c 

                = x. e
 x
 –  e

 x + c 
2. ∫Ln x dx 
Let  u = Ln x   du = (1/x)  , dv = dx  v = x 

∫u.dv= u.v –∫ v.du + c 

∫Ln x dx = x. Ln x  –∫(1/x) . x dx + c  

                = x. Ln x – x + c 
 ملاحظـــــــــة:

 تطشٚمح انركايم تانرجضئح ٚجة أٌ ذكٌٕ الأفعهٛح نًا ٚأذٙ:  uُذ اخرٛاس ػ

tanانذانح انرٙ ٚكٌٕ ذكايهٓا غٛش يؼشٔف يصم :  (١)
 – 1

 x , Ln x . 

 أنذانح انجثشٚح ػهٗ أٌ ٚكٌٕ الأط ػذد صحٛح غٛش عانة إلا فٙ انحانح الأٔنٗ . (٢)

 انذانح الأعٛح . (٣)

 .انذانح انًصهصٛح (٤)

 

 (Partial Fractions):جزئة انكسىر ت (٢)

ذغرخذو ْزِ انطشٚمح فٙ حانح كٌٕ أط انثغػ ألم يٍ أط انًماو  حٛس ذٕجذ أكصش يٍ حانح  (١)

:ْٙ 

(x -- a)كاٌ انًماو يٍ انذسجح الأٔنٗ  ٔػهٗ انُحٕ اٜذٙ   إرا  -أ
n

 ذكٌٕ انرجضئح ٔفما نًا ٚأذٙ: 

 

 

 

 

 

 

 (Example):مثـــــــال
=============      

جذ انركايم أٜذٙ:       
 

dx
x

xx





3

2

1

2.5
 

 انحـــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــ

       

   

 3

2

323

2

1

11

1111

2.5



















x

CxBxA

x

C

x

B

x

A

x

xx

 

       nax

E

ax

C

ax

B

ax

A













32
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x
2
 +5. x+2 = A(x – 1)

2
 + B(x–  1) + C 

                  = A. x
2
 – 2. A. x+ A +B. x – B + C 

                  = A. x
2
+ (– 2 . A + B). x + (A – B +C) 

A =1  

– 2 . A + B= 5  B =  2 . 1 + 5 = 7  

A – B +C =2    C = 2 – A + B = 2 – 1 + 7 = 8 

       323

2

1

8

1

7

1

1

1

2.5














xxxx

xx
 

 

 

 

 ارا كاٌ انًماو يٍ انذسجح انصاَٛح  ٔ لاتم نهرحهٛم ذكٌٕ انرجضئح  كًا  فٙ انًصال  اٜذٙ: -ب

 

 (Example):مثـــــــال
     ============= 

dx /( x∫جذ انركايم أٜذٙ:        
2
 – 2. x – 3 )  

 انحـــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــ

  

      
   
  

   

   

 

 

4

1

4

1
1.31.3

0

1.3.

.3..3.1.1

1.3

3.1.

131.3

1

1.3

1

3.22



























 

A

BBBBA

BABA

BAxBA

BxBAxAxBxA

xx

xBxA

x

B

x

A

xx

dx
xxxx

dx

 

       

   
c

xx
xLn

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

xx























32

323

2

1

4

1

7
1

1

8

1

7

1

1

1

2.5
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   

cxLnxLn

dx
xx







 

1.
4

1
3.

4

1

)
14

1

34

1
(

 

 

 ذكٌٕ انرجضئح  كًا  فٙ انًصال  اٜذٙ:  كاٌ انًماو يٍ انذسجح انصاَٛح ٔداخم لٕط إرا -ج

 

 (Example):مثـــــــال
============     = 

جذ انركايم أٜذٙ:         

 
dx

x

x





22

2

3

5.2
 

 انحـــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــ

 

 

 

2. x
2
 – 5 = (A.x+B) . (x

2
+3) + C.x+D 

2. x
2
 – 5 =A.x

3
+ B.x

2
+3.A.x+3.B+C.x+D 

2. x
2
 – 5 = A.x

3
+ B.x

2
+(3.A+C).x+(3.B+D) 

A=0, B=2, C=0, 3.B+D= –5 D= - 11 

   

 

 

 
c

x
x

dxxdx

x

dxxdx
x

dx

x

dx
x

dx

x

x

































































1

3
.11.

3

1
tan.

3

2

3.11

.
3

1
1

2

3.11

3
1.3

2

3

11

3

2

3

5.2

12
1

22

2

22

2

22222

2

 

 

     

 
  

 22

2

22

2

22222

2

3

.3..

3

5.2

3

.

3

.

3

5.2
























x

DxCxBxA

x

x

x

DxC

x

BxA

x

x
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 كًا  فٙ انًصال  اٜذٙ:  إرا كاٌ أط انثغػ أكثش يٍ أط أنًماو َغرؼًم انمغًح انطٕٚهح (٢)

  

 (Example):مثـــــــال
     ============= 

dxجذ انركايم أٜذٙ:         
x

x
 



1

2
2

5

 

 انحـــــــــــم:

 ـــــــــــــــــــ

  

   
  1.1

11

111

2

1

2

1

2

2

2

3

2

5



































xx

xBxA

x

B

x

A

x

x

dx
x

x
xxdx

x

x

 

 

           = A.x+A+B.x+B 

= ( A+B).x+(A – B) 

A+B=1, A – B =2  A= 3/ 2 , B= – 1/ 2 

 

 

 

dx
xx

dx
x

x
)

1

2

1

1

2

3

(
1

2
2 








 
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cxLnxLn
xx

dx
xx

xx 





 1.
2

1
1.

2

3

24
)

1

2

1

1

2

3

(
24

3  

 

 :(The Trigonometric Substitutions)( انفرضيات انمثهثية٣)

 نطشٚمح فٙ حانح ٔجٕد جزٔس َٔكٌٕ ػهٗ شلاز حالاخ ْٙ  :ْزِ ا ذغرخذو 

 

1. 

uaxa

uax
a

x
u

xa

cos.

sin.sin

22

22







 

 

 

 
 

2.  

uaxa

uax
a

x
u

xa

tan.

tan.tan

22

22







 

 
 

22 xa  

22 xa  
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3.    

uaax

uax
a

x
u

ax

tan.

sec.sec

22

22







 

 

 
 

 (Example):مثـــــــال
===     ========== 

أٔجذ         

 


3
29 x

dx
 

 انحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــ

 
 

 


3
29 x

dx
 

3. sin u=x ,  3. cos u du =dx 

 

        










33

2
3

222
3

2 cos.3

cos.3

sin.1

cos.3

sin.33

cos.3

9 u

udu

u

udu

u

udu

x

dx
 

 

 

223 x 

22 ax  
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cuduudu
uu

udu
  tan.

9

1
sec.

9

1

cos

1
.

9

1

cos.3

cos.3 2

233
 

 :عانتكامم بإكمال انمرب (٤)

f(x) = a.xإرا كاَد   
2
 + b.x + c    حٛسa 0   ًٚكٍ ذحٕٚم انذانح إنٗ انشكمa.u

2
 + B 

 تاعرؼًال غشٚمح إكًال انًشتغ ػهٗ انُحٕ اٜذٙ:

a. x
2
 + b. x+ c = a. [ x

2
 + (b/a). x] + c 

                        = a. [ x
2
+ (b/a). x + (b

2
/4.a

2
)] + c – (b

2
/4.a

2
)  

                        = a. [ x + (b/2.a)]
2
+ c – (b

2
/4.a

2
) 

                        = a. u
2
 + B 

u = x + (b/2.a) ,  B = c – (bحٛس                                
2
/4.a

2
)    

 ملاحظـــــــــة:

 ْزِ انطشٚمح فٙ حانح : َغرخذو

a. xاَٛح ذحهٛم انحذ    ػذو إيك  -أ
2
 + b. x+ c    أٔ اخرفاء انصاتدc . 

a. xٔلٕع انحذ   -ب
2
 + b. x+ c   ذحد جزس يشفٕع نمٕج كغشٚح. 

فشظٛاخ انًصهصٛح يرٗ يا كاٌ رنك نٔ رنك نغشض اعرؼًال انركايم انًثاشش أٔ انركايم تٕاعطح ا

  يًكُا.

 (Example):مثـــــــال
     ============= 

ذج انركايم اٜذٙ:                 جذ َا
 2.2 xx

dx
       

 انحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــ

2.2لاحع أٌ انحذ      xx    لا ًٚكٍ  إٚجاد ذكايهّ يثاششج أٔ تاعرؼًال انفشظٛاخ انًصهصٛح

 إكًال انًشتغ.ل غشٚمح ٔرنك نٕلٕػّ ذحد انجزس نزا عُمٕو تاعرؼًا سأٔ ذجضئح انكغٕ

 

   
    

 
 

  cxor

cx
x

dx

xx

dx

xx

xxxxxx



















1cos

1sin
11.2

1111

11.2.2.2

1

1

22

22

222

     

 ( انتكامم باستعمال انفرضيات انمناسبة:٥)

فٙ أغهة الأحٛاٌ ذظٓش نذُٚا ذكايلاخ لاًٚكٍ اعرؼًال أ٘ يٍ انطشق انغاتمح لإٚجاد َٕاذجٓا نزا 

 َغرؼًم فشظٛح ذُاعة انركايم ٔفما نًا ٚأذٙ:

إنٗ صٛغ جثشٚح تاعرؼًال فشظٛح يؼُٛح م انذٔال  أنًصهصّٛ هٕتا جذٚذا  نرحٕٚغرؼًم أعَُْا   -أ

:ْٙ 

22

2

1

.2
sin,

1

1
cos

2
tan

Z

Z
x

Z

Z
x

x
Z







     
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 (Example):مثـــــــال
============= 

جذ َاذج انركايم اٜذٙ:         x

dx

cos
     

 انحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــ

 

 فٙ انًصال اٜذٙ: كًا يٕظح ذُاعة انغؤال نغشض انحم فشظٛح َغرؼًم -ب

 (Example):مثـــــــال 
=============  

      جذ َاذج انركايم اٜذٙ: 
dx

x

x
41

 

 انحـــــــــــم:

 ــــــــــــــــــ

x=Zَفشض  أٌ    
4

    dx=4.Z
3
dz   

 

 

 

  

      

       

 

cxxLn

c
Z

Z

Z

Z
Lnc

Z

ZZ
Ln

c
Z

Z
Lnc

Z

Z
Ln

cZLnZLn

Z

dZ

Z

dZ
dZ

Z

B

Z

A

BABA

Z

B

Z

A

ZZ

ZZ

dZ

Z

dZ

Z

Z

Z

dZ

Z

dZ
dx

Z

Z
x

















































































 

tansec

1

.2

1

1

1

.21

1

1

1

1

11

1111

1,12

111.1

2

1.1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

1
cos

22

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
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dZ
Z

Z

Z

dZZZ
 


 1

.4
1

..4 532

 

 

 

= 4.∫[(Z
4
– Z

3
+Z

2
 – Z+1) – {1/(1+Z)}] dZ 

= 4.[ (Z
5
/5) – (Z

4
/4) + (Z

3
/3) + Z – Ln1+Z+ c] 

 

 مجمىعة تمارين مع حهها

 

1.  dxx 1.3  

2.   dxxx  33  

3.  
 

dZ
ZZ

Z






3 2 1.2

1
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4.  
x

dx
xsin  

5.    dttt .2sin..2cos1 2
   

6.  dxx.5cot2
  

7.  dxxx 3tan.sec  

8.  ∫sin 3. x cos 5. x dx 

9.  dx
x

x







2

1

1

cot
 

10. dx
x

x


sec

csc
 

11.  ∫e
5.x

dx 

12. ∫e
sin x

 .( cos x)dx 

13. 


0

sin dxx  

14. dte t



 

15. 

 





dx

x

x
22

2

3

5
 

16. 



9. 22 xx

dx
 

17. 
 3.6..6 2 xx

dx
 

 

 

1.  dxx 1.3  

 -انحـــــــم:

   
   

c
x

c
x

dxxdxx 





 
9

132

2

3

13

3

1
133

3

1

3

3
13

3
2

3

2
1

2
1

 

2.    dxxx  33  
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 -انحـــــــم:

c
xx

c
xx

dxxdxx  
4

3

4

3

44

3

4
43

4
4

3

1
3

 

 

3.   
 

dZ
ZZ

Z






1.2

1

2
 

 -انحـــــــم:

 

 

 
   









cZdZdZ

Z

Z
dZ

Z

Z

1

1

1

1

2
 

 

4.  
x

dx
xsin  

 -انحـــــــم:
 

cxcxdx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
  cos2cos2

2

sin
2

2

2
.

sinsin
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

 

 

5.    dttt .2sin..2cos1 2
   

 -انحـــــــم:

cttdttttdtt

dtttdttdttttdt







  

4sin
4

1
2cos4.4cos

4

1
2cos4cos2cos

)4cos1(2sin2.2sin
2

1
2cos2sin2sin 2

 

 

 

 

 

 

6.  dxx.5cot2
  

 -انحـــــــم:

cxxdxxdxdxx    5cot
5

1
5csc)15(csc 22  

 

7.  dxxx 3tan.sec  
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 -انحـــــــم:

c
xx

xdxxxxdxxx

xdxxxdxxxdxxxxdxxx











2

1

sec

2

5

sec
tansecsectansecsec

tansectansectan)1(secsectantansec

2
1

2

5

2
1

2

3

2
1

2

5
22

8.  ∫cos 2. x cos 3. x dx 

 -انحـــــــم:

]5cos)1cos([
2

1

]5cos)1[cos(
2

1
])32cos()32[cos(

2

1

 







xdxxdx

dxxxdxxx

 

 

 

9.  





2

1

1

cot

x

dxx
 

 -انحـــــــم:

     cx
x

dxx



 




1

2

1

cot
1

cot
 

 

10. dx
x

x


sec

csc
 

 -انحـــــــم:

  xdxxdx

x

x
dx

x

x
cos.csc

cos

1

csc

sec

csc
 

 فٛصثح انركايم ػهٗ انُحٕ اٜذٙ : sin xَمغى ػهٗ 

  cxxdxxdx
x

x
xdx

x

xx
csccotcsc

sin

cos
.csc

sin

coscsc
 

11.  ∫e
5.x

dx 

 -انحـــــــم:

∫e
5.x

dx = ce x 5

5

1
 

12.  ∫e
tan x

 .( sec
2
 x)dx 

 -انحـــــــم:

∫e
tan x

 .( sec
2
 x)dx = e

tan x
 + c 
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13. 


0

tansec dxxx  

 -انحـــــــم:

 2110secsecsectansec 0

0

 




xdxxx  

 

14. dte t



 

 -:انحـــــــم

Let tvdtdvdttedttedueu ttt 





 ,,
2

1
.

2

1
., 2

1
2
1

 

cete

dtttetedtttetedte

vduuvudv

tt

ttttt




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
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لاحع أٌ 
 52u
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